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Prefacio

Este libro esta disenado para estudiantes de pregrado que estan iniciando su forma-
cién profesional en universidades publicas y privadas, el contenido del libro equivale al
curso de matematica basica, que corresponde a estudios generales que se dicta en las
distintas escuelas profesionales, una caracteristica importante de este libro denominado
“Matemdtica elemental para estudiantes universitarios” es la coleccién de ejercicios re-
sueltos y propuestos, que coadyuvaran directamente en el desarrollo de sus capacidades
y habilidades en resolucion de ejercicios y problemas.

Este libro trata de complementar los conocimientos previos adquiridos en el nivel secun-
dario, y a su vez profundizar los temas, con un enfoque compacto y conciso comenzando
con el nivel basico y desarrollando gradualmente hasta el nivel avanzado de las mate-
maticas que son fundamentales en campos relacionados a la ingenieria, biomédicas y
sociales. Nuestro objetivo principal es cubrir todos los temas necesarios de las matema-
ticas para que en lo posterior el estudiante esté en condiciones de afrontar cursos como
calculo diferencial e integral, calculo vectorial, ecuaciones diferenciales y otros.

Durante los ultimos cinco anos los autores impartieron regularmente el curso de mate-
matica basica y cursos avanzados en distintas escuelas profesionales de la Universidad
Nacional del Altiplano, las notas escritas que se presentan empezaron a materializarse
en los semestres 2021 - IT y 2022 — I, considerando los valiosos opiniones y comentarios
de los estudiantes y colegas que han influido enormemente para preparar y organizar el
contenido del libro. Quedamos muy agradecidos a nuestros estudiantes y colegas por su
valioso aporte, y esperamos en adelante recibir cualquier comentario o sugerencia para
ediciones posteriores.

Puno, 2022.

Alex Youn Aro Huanacuni
ayaro@unap.edu.pe

Oscar Santander Mamani

osantander@unap.edu.pe


ayaro@unap.edu.pe
osantander@unap.edu.pe




Logica

El objetivo de este capitulo es exponer las proposiciones, conectivos logicos, leyes
de proposiciones, circuitos légicos, inferencias y logica cuantificacional; al finalizar el
capitulo, el estudiante serd capaz de resolver cualquier ejercicio propuesto. Para ampliar
sobre el tema de conectivos légicos ver [8, 20], respecto a inferencias y cuantificadores
en légica consulte [9, 13, 22], y para circuitos 16gicos ver [11], y ademds otros libros
como [10; 21, 25], que permite profundizar los temas desarrollados.

1.1. Proposiciones

Definicion 1.1.1

Una proposicion es una expresion que es verdadera o falsa, pero no ambas.

Ejemplo 1.1.1
1.14+42424247-9=5
2. Brasilia es capital de Brasil.
3. Existen triangulos isosceles que no son equilateros.

4. La seleccién peruana de futbol clasifico al mundial 2022.

Solucion. La afirmacion 4 es falsa, 1, 2 y 3 son verdaderas. Por lo tanto, todas
las expresiones son proposiciones.

Ejemplo 1.1.2
I - — = 1Y
2. Buenas noches
3. ;Coémo esta usted?

4. x es blanco

5. Resuelva el problema
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Solucién. No son consideradas como proposiciones porque, son expresiones abier-
tas e imposible de determinar la verdad o la falsedad, al menos que se considere
un dato adicional.

1.2. Clasificacion de las proposiciones

La proposiciones se clasifican en simples y compuestas.

Proposiciones simples (atémicas)

Las proposiciones simples son aquellas expresiones sin conectivos de enlace. Los

(Al

conectivos comunes son “y”, “0”, “O...0..7, “Si...entonces”, “...si y s6lo si...”,...
1. p: Hoy es viernes.

2.q:31<23

3. r: San Martin nacié en Argentina.

4. s : José Pedro Castillo gané la eleccion presidencial 2021, en el Perti.

5.t:50=1

Proposiciones compuestas (moleculares)

Las proposiciones compuestas son oraciones o expresiones que contiene por lo menos
7 W

uno de los conectivos “y”, “0”, “O...0...”, “Si...entonces”, “..si y solo si...
necesaria y suficiente para...”,...

Ejemplo 1.2.2: Proposiciones compuestas

1. Platoén fue filésofo griego y discipulo de Sécrates.

PPN

,“...es condicion

2. Iré al estadio si y solo si ti pagas las entradas.
3.2x3+6x4=9+3x3+3+1y5%2?=10%
4

. 0=001*=1

D

. Si llego temprano, entonces visitaré a mis amigas.

D

. O estoy en la casa o en la universidad.

Definiciéon 1.2.1: Negacion

Sea p una proposicion. Se define ~ p, y se lee:

2 Alex Aro & Oscar Santander
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No p,
No cierto que p,

No es verdad p.
Su tabla de verdad esta dada por:

p|~p
V| F
F| V

Tabla 1.1: Tabla de verdad.

Ejemplo 1.2.3

Dada las proposiciones:
1.p:2Xx1x2x1x2=8.
2. q : Arequipa es uno de los departamentos del Per.

Determine la tabla de verdad para la negacion de p y q.
Solucion.

1. ~p: Noesciertoque2 x1x2x1x2=8.

2. ~ q: Arequipa no es uno de los departamentos del Per.

Arequipa es departamento del Peru, entonces ~ q es falsa.

La proposicién ~ p, es falsa pues 2 x 1 x2x1x2=2x2x2=2%=8. Como

Definicién 1.2.2: Conjuncién

Considere p y q proposiciones. Se define p A q, y se lee:

Pyq,
p ademas q,

p sin embargo q.

HH << <
H < /o< e
oy

Tabla 1.2: Tabla de verdad.

Alex Aro & Oscar Santander
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Ejemplo 1.2.4

Considere

1. p: 3258 es divisible por 9.
2. q: 22 + 4% =62

. La proposiciéon p A q, es verdadera?
Solucion.

A q: 3258 es divisibl 9y2°+4° =06
pPAq es divisible por 9 y 2% 4+

v F
Aplicando la tabla de verdad 1.2, se tiene p A q falsa.

Definicién 1.2.3: Disyuncion inclusiva

La disyuncion inclusiva de p y q, esta definida por pV q, y se lee: p o q.

Hm < <||
H < o< e
<

Tabla 1.3: Tabla de verdad.

Ejemplo 1.2.5

Sean las proposiciones:
1. p: 13 es un niimero primo.
2. q: 15 es un numero compuesto.

;,Cual es la proposicién p V q?, jes verdadera la proposicién pV q?
Solucion.
pV q: 13 es un nimero primo o 15 es un niimero compuesto.

v v
Usando la tabla de verdad 1.3, p V q es verdadera.

Definiciéon 1.2.4: Disyuncion exclusiva

La disyuncion exclusiva de p y q esta dada por p/\q, y se lee: O p o q, O bien p
o bien q.

4 Alex Aro & Oscar Santander
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;

H M < <
H <o <o

Tabla 1.4: Tabla de verdad.

Ejemplo 1.2.6

Sean

p : repruebas matematicas

q : apruebas matematicas

Encontrar valor de verdad de p/\q.
Solucion. p/AAg: O repruebas o apruebas matematicas.
Aplicando la Tabla 1.4, p/Aq es verdadera, ya que lleva el curso de matematica.

Ejemplo 1.2.7

Sean las proposiciones:
1. p: Pedro esta muerto.
2. q: Pedro esta vivo.

., Es verdadero p/\q?

Solucion.

p/Aq: O Pedro esta muerto o vivo. La proposicion p/\q, es verdadera ya que, una
de las proposiciones es negaciéon de la otra.

Definicion 1.2.5: Condicional

La condicional de p y q, es dada por p — q, y se lee:

St p entonces q

Sip,q

p es condicién suficiente para q
q es condicién necesaria para p
q cuando p

q siempre que p

q se deduce de p

q ya que p

qsip

La tabla del condicional:

ot

Alex Aro & Oscar Santander
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F

H <<
< 0 < e

Tabla 1.5: Tabla de verdad.

Ejemplo 1.2.8

» Paulo aprobara matematica si estudia bastante. Esta proposicion es equi-
valente a: Si Paulo estudia bastante, entonces aprobara matematica.

= Una condicién necesaria para que Fernanda compre una laptop es que tenga
3505 soles. Es equivalente a la proposicion: si Fernanda compra una laptop
entonces tiene 3505 soles.

» Una condicién suficiente para que Luisa lleve el curso de calculo es que
apruebe matematica basica. Esta proposicion es lo mismo que, si Luisa
aprueba matematica basica, entonces llevara el curso de calculo.

Ejemplo 1.2.9

Sean las proposiciones:

1. p: ™ es un numero racional

2. ¢:IcCQ
,es verdadero p — q7
Solucion.
p — q: Si 7w es un numero racional entonces 1 C Q. Aplicando 1.5, p — q es
——
E F
verdadero.

Definicion 1.2.6: Bicondicional

La bicondicional esta dada por p <— q, se lee: p si y sélo si q, p es condicion

necesaria y suficiente para q.
o [
vV Vv
vV F
F Vv
F F

Tabla 1.6: Tabla de verdad.

6 Alex Aro & Oscar Santander
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Ejemplo 1.2.10

Sean las proposiciones:

1. p:2<5
2. q:—=15< —6
;es verdadero p <> q7
Solucion.
P 4> q:2<5bsiysolosi —15 < —6.
~—— ————

v v
Usando la tabla 1.6, la proposicion p <> q, es verdadero.

Las tablas de verdad de las proposiciones pueden ser tautologia, contingencia o
contradiccion. La tautologia se le llama a aquel proposicién que contiene todas las
entradas verdaderas, en cambio la contradiccién contiene todas falsas y la contingencia
contiene por lo menos, un verdadero y un falso.

Ejemplo 1.2.11

Encontrar la tabla de verdad de la proposicion:
(p — r)A(g +— p) (1.3)

Solucion.
EJ 2NV°de proposiciones — 93 rapresenta la cantidad entradas en cada columna de Ia
tabla verdad. Luego, completamos la tabla como se observa a continuacién

Hhgm< < <<
HE<<mdg< <<
H<d<-d<0g<| 3

HHh< < H< <=

Tabla 1.7: Tabla de verdad.

Esta tabla es contingencia ya que, contiene verdaderos y falsos.

Definiciéon 1.2.7: La contrapositiva y la reciproca

La contrapositiva de la proposicién p — q, es la proposicion ~ q —»~ p.
La reciproca de la proposicion p — q, es la proposicién ¢ — p.

Alex Aro & Oscar Santander 7
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Definicion 1.2.8

La condicional p — §, es implicacion logica si, su tabla de verdad es tautologia.
La notacion p = §, denota implicacion logica.

Ejemplo 1.2.12

. La proposicion

~ (pAg) — (p — q) (1.4)
es implicacion logica?
Solucién. Encontremos la tabla de verdad:

HHe< <o
H < —d < o
<<<<n

Tabla 1.8: Tabla de verdad.

La tabla es tautologia,

~ (pAg) = (p — ¢q)

Definicion 1.2.9

La bicondicional p <— §, es equivalencia logica si, su tabla de verdad es tauto-
logia. La notacién p = § o p <= §, denotan equivalencia logica.

Ejemplo 1.2.13

. La proposicion
(rvp) «—{ll(p — q) Ar]Vp} (1.5)

es equivalencia légica”
Solucién.

i

Hhggm< < <<
HH<</HH< < <

Hm<m<m<<H<] S
SR

Tabla 1.9: Tabla de verdad.

8 Alex Aro & Oscar Santander
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Consecuentemente,

w(rvp)={llp — ¢ Ar]Vp}

p—rq=~q—>~p (1.6)

Teorema 1.2.1

Para todas las proposiciones p y q, se cumple:

LP-1) Idempotencia:

[ PAP=p ] pPVP=p ] (1.7)
LP-2) Conmutativa:
[ PAG=qAp pVag=qVp (1.8)
LP-3) Asociativa:
[ pA(gAT)=(AG AT ] [(pAwATEpAMAr) (1.9)

LP-4) Distributiva:

pA(@Vr)=({@AqQV(pAT) [(pAmVTEQﬂﬂﬁA@Vﬂ

Teorema 1.2.2: Leyes proposicionales:

(1.10)
LP-5) Absorcién:
pA(PVa) =p ] pV(pAg =p ] (1.11)
LP-6) De Morgan:
~(PAg=~pV g ] ~ (Ve =~pA~g ] (1.12)
LP-7) Doble negacion:
mezp] (1.13)
LP-8) Condicional:
p—q=~pVgq (1.14)
Alex Aro & Oscar Santander 9
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LP-9) Bicondicional:
pe—q=(p—q9N(g—p) (1.15)
LP-10) Diferencia simétrica:
pAg =~ (p <) (1.16)
LP-11) Identidad:
pAV =p (1.17)
pAF=F (1.18)
pVV =V (1.19)
pVF=p (1.20)
LP-12) Complemento:
~pVp=V (1.21)
~pAp=F (1.22)

Ejemplo 1.2.14

Simplificar: (pA ~ 1)V [~ q —~ (p A T)]

Solucién.

(PA~T)VI~vg—~ (pAT) = (PA~T) Vv (~ gV ~ (pAT)] por LPS§
=(pA~r)VgV ~pV~r por LP7) y LP6
=[(pA~T)V~T]VQV ~p por LP2) y LP3

=~7rVgV ~p por LP5

10 Alex Aro & Oscar Santander
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Ejemplo 1.2.15: Simplificar:

R={[(~pAN~q)VpVg A[(pAqQ)V (~pA~q)Vp}A~q (1.23)

Solucion. Aplicando Teorema 1.2.2,

R={[(~pAN~q)VpV g A[(pAqQ)V (~pA~q)Vp}A~q

={[~@eVaV@VYIAlpAQV(~qgVDIIN~q por LP5) y LP6)
={[VAI(pAg VPV ~dq}n~q por LP3) y LP12)
=[VAQPY~gIA~q por LP5)
=V ~gh~q por LP11)
=~q por LP5)

Ejemplo 1.2.16: Demostrar:

p—(@Ar) = p— NP —r
(p—aqV—r) (1.25)

S
<
=
|

=

o

N

Solucién. Determinemos las tablas de verdad:

‘

HEEHE << <
mEd<mEE <<
Mm-S

Tabla 1.10: Tabla de verdad.

Comop — (qAr)y (p — q) A (p — r) son equivalentes, entonces queda
mostrado la primera afirmacion.
De forma similar se verifica la otra afirmacion.

Ejemplo 1.2.17

Considere p A ¢ AN\ = F. Pruebe que la proposicion

R=[(~pV@ A(~qVr)] — (rA ~p),

es simplificado a pV q V r.

Alex Aro & Oscar Santander 11
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Solucioén.
R=[(~pVgA(~qgVr)— (rA~p)
=~ [(~pVg)A (~ qVr)V(rA ~p) por LP8)
=(pPA~q)V(gN~T)V (rA ~ p) por LP6)
= (pA~q)V[((gN~r)Vr)A((gh ~7r)V ~ p)] por LP4)
=(pA~q)V[gVr)A(gV ~p)A(~rV~Dp) por LP4)
= (@A~ @) VIgVr)A~(pA~q)A(~1V~p) por LP6)
=(pA~q)VIlgVr)A(~rV~p)] por LP4)
=[(pA~q) VgV T]A[(pA ~q)V (~ 1V ~ p)] por LP4)
=(PVaVr)A(~gV~rV~p) por LP4)
=(VaVr)A~(pAqAr) por LPG)
=(pVqVrA~F por hipdétesis
=pVvagVr por LP11)

1.3. Circuitos légicos

Un circuito eléctrico esta formado por interruptores que permiten paso o obstruccion
de corriente.

Figura 1.1: No hay paso de corriente

En la figura 1.1, se observa que no hay paso de corriente hacia el foco de color
amarillo porque el interruptor p, se encuentra abierto y por lo tanto p, es falso. En
cambio en la figura 1.2, si existe un paso de corriente y logra encender el foco de color
amarillo, en este interruptor p es considerado como verdadero.

Circuito en serie:

Los circuitos en series son equivalentes a la conjuncion.

12 Alex Aro & Oscar Santander
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Figura 1.2: Si hay paso de corriente.

Figura 1.3: Circuito en serie.

T
7 o

®

®

Circuito en paralelo:

Los circuitos en paralelo son equivalentes a la disyuncién inclusiva.

Figura 1.4: Circuito en paralelo

V.. s
— | +——» o— — o
v v
?‘f =
- /F'f
o— L o o—t o
e W7

Alex Aro & Oscar Santander 13
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Ejemplo 1.3.1: Simplificar:

Figura 1.5: Circuito.

Solucién. Escribiendo en lenguaje simbdlico y simplificando tenemos:

C={[(pV ~ @) A (gV ~p]VI(pA ~q) V (gA ~ p)]} A (pV ~ g)
={[(pV ~ ) A(gV ~pV ~[(pV ~ )V (¢V ~ )} A BV ~q)
=V APV ~q)

=pV ~q

Por lo tanto, el circuito se simplifica a:

Figura 1.6: Circuito simplificado.

Definicion 1.3.1: Inferencia légica

Una inferencia logica es una condicional:
(pr Ap2 A Apr) — ¢ (1.26)
donde:
IL1) py,pa,...,pr son proposiciones llamadas premisas y
IL2) q es llamada conclusion.

Una inferencia logica de tipo (1.26), es valida si, su condicional es tautologia. Si
en caso que no fuera tautologia, es falacia.
La inferencia l6gica (1.26), estd denotada también de la siguiente manera:

14 Alex Aro & Oscar Santander



Capitulo 1. Logica IS =
INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

b1
D2

Dk

A continuacién, tenemos algunas inferencias validas utilizadas frecuentemente.

Inferencia véalida:

LV1) Ley de modus ponendo ponens.- es un método de obtencién de la conse-
cuencia mediante la afirmacion del antecedente.

[(p — @) Apl =>¢q (1.27)

En notacién simbdlica:

p—4q

v

Ejemplo 1.3.2

Py: Si Andrés gana la beca, entonces viajara a Francia.

P,: Andrés gana la beca.

/ Qué se puede concluir a partir de las premisas? Aplicando la ley LV'1) se concluye,
Andrés viajara a Francia.

Inferencia véalida:

LV2) Ley del modus tollendo tollens.- es el método de negar (el antecedente)
mediante la negacién (del consecuente).

[(p — )N~ q] = (~p) (1.28)

Notacion simboélicas:
p—>4q
~q
~p

Ejemplo 1.3.3

Py: Si Andrés gana la beca, entonces viajara a Francia.

P,: Andrés no viajo a Francia.

Alex Aro & Oscar Santander 15
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De las proposiciones P, y P, y aplicando la ley LV2), se concluye que, Andrés no

gano la beca.

Ejemplo 1.3.4

P, Si es un dia feriado, me quedaré en casa.

P5: No estoy en casa.

La premisas P, y P», implican que, no es un dia feriado.

Inferencia valida:

LV3) Ley del silogismo hipotético.

(p— )N (g— 7)== (p—7) (1.29)

Notacién simbdlicas:

p—4q
q—r
p—r

Ejemplo 1.3.5

P, : Si no aprueba matematica basica entonces llevara de nuevo el curso.

P, : Si lleva de nuevo el curso entonces tendra que estudiar de nuevo el proximo

semestre.

Considerando validas las premisas Py y P,, y aplicando la ley LV3), por lo tanto, si
no aprueba matematica basica, tendra que estudiar de nuevo el proximo semestre.

Inferencia valida:

LV4) Ley del silogismo disyuntivo
[(pVa)A(~p) =g

Notacién simbolicas:

pVygq
~p

Ejemplo 1.3.6

P, : Diego tiene un perro o un gato.

Ps: Diego no tiene perro.
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Usando P, y P, y por ley LV4), resulta que Diego tiene un gato.

Inferencia véalida:

LV5) Ley de dilema constructivo
[(p—= A (r—s)A(pVr)] = (¢Vs)
Notacion simbolica:

p—4q
r—>5
pVr
qV s

Ejemplo 1.3.7

P,: Si Fernando expone su trabajo entonces tendra una buena calificacion.
P,: Si Mariana no llega a tiempo, se quedara sin ver la exposicion.

Ps: Fernando expone su trabajo o Mariana no llegé a tiempo.

Por lo tanto, Fernando tendra una buena calificaciéon o Mariana se quedara sin
ver la exposicion, ya que vale LV5).

Inferencia valida:

LV6) Ley de simplificacion
PANq=—=D PANqg=—=¢q
Notacién simbolica:
p p
q q
p q

Ejemplo 1.3.8

P: Algunos estudiantes de UNAP son responsables y puntuales.

Por lo tanto, algunos estudiantes de UNAP son responsable.
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Inferencia véalida:

LV7) Ley de adicién
p=(pVq)
Notacién simbolica:
Y4
pVq

Ejemplo 1.3.9

P: Los futbolistas son indisciplinados.

Por lo tanto, los futbolistas son indisciplinados o disciplinados.

Ejemplo 1.3.10

Demostrar que la inferencia logica

p—q
r—s
pVr
qVs
es valida.
Solucién.

Por el método abreviado:

(p— @ AN(r—s)ApVr —(qVs)
L V (] L V 1 V L F (]

Siendo qV s = F tenemos q = F' y s = F'; usando la primera premisap — ¢ =V
se obtiene p = F, ya que ¢ = F'. Como la segunda premisa r — s =V, da
r = F, puesto que s = F. Tomando la premisa pV r =V con r = F se tiene
p = V. Consecuentemente, p toma V' y F. Por lo tanto, la inferencia légica es
valida.

Por el método de tabla de verdad:
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pe s = 9 AT =9 ARV —[EVS)

\%
\%
\Y%
\Y%
v
\%
\%
\%
\Y%
v
\Y%
\%
\%
\Y%
v
\%

Tabla 1.11: Tabla de verdad.

Como la tabla es tautologia resulta que la inferencia es valida.

Ejemplo 1.3.11

Se definen: px q = (q —~p) y pEq =~ px ~ q.
Reducir R = [(pE ~ q) B (~ p*p)] *p
Solucién. Tenemos:

Usando las equivalencias (1.30) y (1.31) obtenemos:

R=[pa~q) @ (~pxp)|*p
=[(pv~q@) @ PV ~p)l*p

[(pV ~q) VV]xp

=Vxp

=~VV~p

=~p

1.4. Légica cuantificacional

Las cantidades todos o existen desempenan un papel muy importante para definir
proposiciones.
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Ejemplo 1.4.1

1. El es un médico.

2. x — 2y es menor que 1.

Los enunciado enumerados son abiertos y no son proposiciones ya que dependen
del valor de pronombre él y valores de las variables x e y. Sin embargo, dando
valores a las variables es posible definir una proposicion.

Definicion 1.4.1: Funcién proposicional

Es una frase u oracion que contiene una cantidad finita de variables y se convierte
en una proposicion cuando se reemplaza valores especificos a las variables.

Definicion 1.4.2: Dominio de una variable de funcién proposicional

Es el conjunto de todos los valores sustituibles a la variable. Denotamos el dominio
con la letra D.

Ejemplo 1.4.2

Considere P(z) : z> —z > 0, con D = {0,1,2,3}. ;P(z) es una funcién
proposicional?
Solucién.

P(0):0*—0> 000 >0 falso
P(1):1*~1>000>0 falso
P(2):22 -2 >0 02 > 0 verdadero
P(3) :3° =3 >0 0 6 > 0 verdadero

0

Por lo tanto, P(x) si es una funcién proposicional.

Ejemplo 1.4.3

Sea D = {Bolivia, Lima, Perii, Argentina, Mongolia} dominio de la variable x y
sea Q(x): x es un pais. ; Q(x) es una funcién proposicional ?
Solucion.

Q(Bolivia) : Bolivia es un pais (verdadero)
Q(Lima) : Lima es un pais (falso)
Q(Pertl) : Perii es un pais (verdadero)
(Q)(Argentina) : Argentina es un pais (verdadero)
Q(Mongolia) : Mongolia es un pais (verdadero)

Por consiguiente, Q(x) es una funcién proposicional.
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Definicién 1.4.3: El conjunto verdad

Sea P(x) una funcién proposicional y D dominio de la variable z. El conjunto
de verdad de P(x), es el conjunto de todos los elementos de D tal que P(x) es
verdadero cuando x toma valor. Denotamos C'V [P(x)] conjunto de verdad y

CVI[P(z)] :={x € D/P(x) =V}. (1.32)

Ejemplo 1.4.4

Determine el CV[P(z)], donde P(x): x es un nimero primo y D =
{1,3,4,5,7,9,11,15,21, 22, 27, 29}.
Solucién.

CVI[P(z)] = {3,5,7,11,29}

El cuantificador universal:V

%«

“Para todo”, “para cada”, “para un arbitrario”, “para cualquier”, “para cada una”,...,
son cuantificador universal V

Ejemplo 1.4.5

Sea H el conjunto de todos los seres humanos entonces se tiene la proposicion:
Vo € H,z es mortal. (1.33)

Esta proposicion se lee: para toda x, en el conjunto de todos los seres humanos,
xr es mortal.

Definicion 1.4.4

Sea P(z) una funcién proposicional y x tiene dominio D. Una proposicién uni-
versal(PU) es una proposicién de la forma:

Vo € D, P(x) (1.34)

PU es verdadero si y sélo si P(x) es verdadera para toda x € D.
PU es falsa si y sélo si P(x) es falso para al menos un « en D.

Ejemplo 1.4.6
Sea D ={0,1,3,7,9} y considere la proposicién universal
Vz € D,z% > 2° (1.35)

. Es una proposicion verdadera?
Solucion.
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Sea P(z) : 3 > x*. Entonces:

P(0) :0® > 0% (verdadero)
P(1) :1* > 1 (verdadero)
P(3) :3% > 3% (verdadero)
P(7) :7* > 7* (verdadero)
P(9) :9° > 9? (verdadero)

Por lo tanto, Vx € D,z > x?] es verdadera.

Ejemplo 1.4.7

Considere la proposicion universal

Ve e R,z > 2% — 2 (1.36)
. Es una proposicion falsa?
Solucioén.
Sea Q(x) : x® > x® — x. Tome x = —2, en seguida se tiene
Q(—=2) : (=2)* > (=2)* — (—2) 0 — 8 > 6 (Falso) (1.37)

2

Por consiguiente, [Vz € R, 23 > 22 — x| es falsa.

El cuantificador existencial:3

bR A4 bR A4

“Existe”, “hay una”, “se puede encontrar una”, “hay al menos una”, “para alguna”,
“por lo menos una’... son cuantificadores existenciales.

Ejemplo 1.4.8

Considere 7, el conjunto de niimeros enteros.
Jx € Z tal que x es menor que 13 (1.38)

Esta proposicion se lee: hay un niimero entero que es menor que 13.

Definicion 1.4.5

Sea P(x) una funcién proposicional y x tiene dominio D. Una proposicién exis-
tencial(PE) es una proposicién de la forma:

dx € D, tal que P(x) (1.39)

PE es verdadero si y solo si P(x) es verdadera para al menos un x € D.
PE es falsa si y solo si P(x) es falso para todo z en D.
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Ejemplo 1.4.9

Considere la proposicion existencial

Im € Z* tal que m™ = m. (1.40)

. Es verdadero la proposicion existencial?
Solucién.
La proposicién existencial es verdadera pues, existe m =1 € Z* tal que 1' = 1.

Ejemplo 1.4.10

Considere la proposicion existencial
Im € Q tal que m* = 2m. (1.41)

con 2 ={1,3,4,5,6,7,8,9} ;Es verdadero la proposicién existencial?
Solucién.
Sea P(m) : m? = 2m. Entonces

P(1) :1* = 2(1) (falso)
P(3) :3* = 2(3) (falso)
P(4) :4*> = 2(4) (falso)
P(5) :5* = 2(5) (falso)
P(6) :6* = 2(6) (falso)
P(7) :7* = 2(7) (falso)
P(8) :8% = 2(8) (falso)
P(9) :9* = 2(9) (falso)

Por lo tanto, [3m € Q tal que m? = 2m)] es falsa.

Definicién 1.4.6: Proposicién condicional universal

Vax, si P(z), entonces Q(x) (1.42)

Ejemplo 1.4.11

Considere
Vz € R, siz > 3 entonces z* > 9. (1.43)

Es una proposicién condicional universal. Para x < 3, con x € R, el antecedente
de la proposicion (1.43) es falsa por lo cual dicha proposicién es verdadera. Para
x > 3, la proposicién (1.43) es siempre verdadera. Por lo tanto, [Vx € R,z >
3 — z? > 9], es verdadera.
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Teorema 1.4.1

~ [Vx € D, P(z)] = 3z € D tal que ~ P(x) (1.44)

Demostraciéon. Ejercicio para el lector.

Teorema 1.4.2

~ [Jx € D, tal que P(z)] =Vz € D,~ P(x) (1.45)

Demostraciéon. Ejercicio para el lector.

Ejemplo 1.4.12

Consideremos
P: ¥V niimero real x, x es racional.
Q: 3 un triangulo T' tal que la suma de los angulos de T" es igual a 290°.

Determine las negaciones.
Solucién.

~ P : existe un nimero real x tal que x es no racional

~ (@ : para todo triangulo T, la suma de los angulos de T, no es igual a 290°

Teorema 1.4.3

~ [Vx, P(x) — Q(x)] = 3x tal que P(x) y ~ Q(x) (1.46)

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 1.4.13
Consideremos
P: V miimero entero n, si n par entonces n* es par.
Q: Si el cuadrado de un niimero entero es impar, entonces el entero es impar.

Determine las negaciones.
Solucion. En simbolos tenemos:

P Nn € Z,n es par — n®* es par

Q :¥n € Z,n? es impar — n es impar
sus negaciones son:

~ P :3n € Z tal que n es par y n* no es par

~ @Q :3n € Z tal que n* es impar y n no es impar
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Cuantificadores mdltiples

Proposiciones de dos variables:

Vx en D, Jy en E tal que P(x,y) (1.47)

dx en D tal que Vy en E, P(z,y) (1.48)

Los cuantificadores para todo y existe no conmutan.

7
Negaciones:

~ [Vx en D, Jy en FE tal que P(z,y)] = 3z en D tal que Vy en E,~ P(x,y)
(1.49)

~ [z en D tal que Vy en E, P(z,y)] =Vz en D, Jy en E tal que ~ P(z,y)
(1.50)

Ejemplo 1.4.14

Considere las siguientes proposiciones:

1. Vx en D, Jy en E tales que x +y = 1.
2. dx en D tal que Vy en E, © + 2y = 0.

Tome en cuenta D = E = {—2,—1,0, 1,2}. Determine las negaciones y sus valores
de verdad.

Solucion.

1. ~ [Vz en D, Jy en E tales que x +y = 1] = [z en D tal que Yy en E,

r+y#1.
Existe xo = —2 en D tales que

2o+ (=2) £ L(V), 20 + (—1) # 1(V), 0 +0 # 1(V), 2o + 2 £ L(V).

Por lo tanto, 3x en D tal que Yy en E, v +y # 1 es una proposicion
verdadera.

2. ~ 3z en D tal que Vy en E, x + 2y = 0] = [Vx en D, Jy en E tal que
x+ 2y #0].
x
Para dada x en D, existe un y en E con y # 5 tal que x + 2y # 0.

Por lo tanto, Vx en D, dy en E tal que x + 2y # 0 es una proposicion
verdadera.
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.5. Ejercicios propuestos

Tarea para casa:

#51. Verifique en cada una de las proposiciones si es tautologfa, contradiccion o
contingencia(consistencia).

a) (pAg) — (~pVa)

b) ~[(pAgAT) +— (~ 1 Ag)]
o) (Vg Ar] — [(pAT) —~ ¢
d) g<— (pAr)«— (p —~r1) ¢
)

)

)

)

e) [p— (PAT)]+— (p—~1)—n~g

f

g
h

{lpAgnT) VI Ag} < [(p —~ 1)V ~ 1]
{[pA ~gAT)VEHV (@GN~ )} <= [(p —~ 1)V (~EAT)V ~ g]
{[(pv ~ ) AN (GN ~ 1)} <= [(pV 1)V (A ~T)V ~ g

#52. Simplificar las siguientes proposiciones:

a) (~pA~1)V{[~qg—~(pAT)V~q}

b) ~[~(pVg) —~qg = (p— 9

c) ~{lpA(qV~rVsVp]—[pVAT)]} — (rAsA~t)
)

d) {[pAgNpVOIVIrA(~rVa) Apl} A{[~pVaV ~qV ~ (pVq] —
[rApA(~7Vq)l}

pVH{IpAg VrIATyA{[PVaVT)A (V]V}
[(~qg—~pA~(~p—~q)]V[p—~{

(8N

)
f)
9) [~ (A ~q) — (~pVr)A~ [~ g —~p]
h) {l~(@—p) —~ @ — 9N (p —~q}V ~q
) (PVaVT)A(PVEV~g)A(pV ~tVT)
) ~ (@ —~s)A{[(~7Vg) —pA(P—3s)AE—s)}
) ~

1

J

k) ~(~p—~r)V{[(~rVag) —pVIp — s) A (~t — 9)]}

£33, Sise cumplen pxg=p — (pAq)y pEq=n~ p*q, reducir
R={(p@ ~ q) * [(¢*p) @ p]} * (pV ~ q)

#34. Pruebe las siguientes equivalencias:

) =

b) p — ( =
c)p—(qVrVs)=(p—qVp—r)V(p—s)
d)p—(gAr)=p—9AP—7)

e) p—>GATAS)=(p—@ANP—r)N(p—5)

26
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Hps—=(ge—r)=p+—q) +—r
#35. Determinar si las siguientes inferencias son validas o son falacias:

~q—>~p
r—>S
pVr
qVs

a)

~qV ~p
rAS
pVrT
qV ~ s

r—>r~ S
pPAT
gN\ ~ s

p—>q
q—r
d) r—>s
s—1
p—>t

(pVr) —r~gq
r—ss

e) (sV~1r)—p
5 —>q
r—t

~p<s——4q

(r—~p)A(s —q)
f) t— (rAs)

(WA ~t) — ¢

P —~ w

#56. Determine si es valida o no las siguientes inferencias:

a) Fernanda es més baja que Luciana si Fernando es més alto que David.
Fernanda no es mas baja que Luciana. Si Fernando y Marko tienen
la misma estatura, entonces Fernando es mas alto que David. Por lo
tanto, Fernando y Marko no tienen la misma estatura.

b) La luz estd encendida, si y sélo si hay fluido eléctrico a la vez que hay
alguien en casa. Si no hay alguien en casa, o los de casa fueron a pasear
o han ido a cine. Los de casa han ido a cine si fueron a pasear. Por
consiguiente, si hay fluido eléctrico entonces no es el caso que hayan
ido a cine y la luz esté encendida.

¢) Si el contagio es el principal problema de la educacién, entonces muchos
ninos no iran a la escuela a menos que el estado vacune a los ninos.
No es el caso que si mejora el nivel de la ensenanza, el contagio no
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sea el principal problema de la educacién. Pero muchos nifios iran a la
escuela si mejora el nivel de la ensenanza. En consecuencia, el estado
vacuna a los ninos si y s6lo si mejora el nivel de la ensenanza.

d) Si el consumo de gas sigue en aumento entonces o bien, la importacién
de gas aumentara o las reservas nacionales de gas se agotan, entonces
con el tiempo la nacién se ird a la quiebra. Por lo tanto, la nacién
con el tiempo se ird4 a quiebra ya que, el consumo de gas continia
aumentando.

#£57. En cada circuito construir un circuito simplificado equivalente al circuito:

Figura 1.7: Circuito 1

— g — — e ) — S —
AO— p ~q T pVq——— s —1—O8
S ~D ~ S ~dq
~q
A b
p
q r — P ~S
Figura 1.8: Circuito 2
p ~q r
Co— P ~q ~qVr D ~p——pD
r q p ~4a
q
r p q
p
Np q p ~ T

#38. Sea P (z,y) una funcién proposicional dada por: Si z < y, entonces ? < y?
con el dominio de x e y en el conjunto de nimeros reales R.

a) Explique por qué P(z,y) es falsosi x = -4y y = 2.
b) Explique por qué P(z,y) es verdadero six =4y y = 5.

#£39. Considere D = {—34,-12,0,2,3,4,15,18, 20, 34, 54}. Determine cudles de
los siguientes enunciados son verdaderos y cuales son falsos.
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a

) Yz € D, si x es impar, entonces x > 0.
b) Vax € D, si x es menor que —1 entonces x es par.
c) dx € D tal que = > 54.
)

d) Vx € D, si el digito de las unidades de = es 2, entonces el digito de las
decenas es 3 o 5.

#910. Considere H = {—24,-22,—-10,—8,—4,—2,0,4,8,12, 16,24, 23, 28, 36}.
Determine cuales de los siguientes enunciados son verdaderos y cuales son
falsos.

a) Vo € H, si x es multiplo de 2, entonces x > 0 o0 z < 0.

b) Vx € H, si z es mayor que 0, entonces x es divisible por 4.

¢) Jz € H tal que v < —4.
)

d) Yz € H, si el digito de las decenas de = es 2, entonces el digito de las
unidades es 2 o 4.

#511. Los dominios de = e y, es el mismo conjunto de niimeros reales. Determine
el valor de verdad de cada afirmacion siguiente:
a) V,Vy, v <y — 2% < y?
b) Iz, Vy, v <y — 2% < 9?
¢) Vo, Jy, x <y — 22 < 9?
d) Vo,3y, 22 +y> =4
e) Jx, Jy, 22 +y?> =4
f) Yo, ¥y, 2? +y* =4
#312. Los dominios de z e y es el mismo conjunto de niimeros reales. Determine
valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones:
a) Para cada z, para cada y, 2% < y + 4.

b) Para cada y, para alguna z, 2% < y + 4.

d

e) Para alguna z, para cada y, si x < y entonces z* < 3.

)
)
C) Para cada T, para cada Yy, six < Yy entonces 1134 < y4.
) Para cada T, para alguna Yy, six < Yy entonces 274 < y4.
)
)

f) Para alguna z, para alguna y, si < y entonces z* < y*.
#£13. Negar las siguientes proposiciones:

a) Todos los estudiantes son de derecha radical.

b) Uno de mis amigos no tiene licenciatura.

d

@

Los alumnos no lograron aprobar matematica ni estadistica.

)

c¢) O bien llega a tiempo o se retrasa algunos minutos.
)
)

Si los punefios son inteligentes y puntuales entonces son exitosos.
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f) Condicion y necesaria para que el nimero abede sea divisible por 25,
es de, es multiplo de 25 0 d = e = 0.

g) Si 20 es mayor que 10 y 2 es menor que 8, entonces 20 es menor que

180.
h) Vx € R, si ? > 1 entonces x > 0
i) Yx € Z, si 8/x es un entero, entonces z = 4

Ve e M, dy € M, tal que z + 3y = 2

J
k) Vo >0, 3¢ > 0, tal que |z| < e

m) Vx,Vy € M, dz € M, tal que x — 8y = 2z
n) Ve e M, dJy e M, Vz € M tal que ,5z +y — 2z = —6

n) Ve > 0,¥6 > 0,3n > 0 tal que si |z] < n A |y| < e entonces |z + y| <
eNlz—y|<d

)
)
)
[) Ve > 0,35 > 0 tal que |f(x) — f(y)| < &, siempre que |z — y| < J.
)
)
)
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Conjuntos

El objetivo de este capitulo, es explicar al estudiante la teoria de conjuntos y sus
propiedades. La teoria ampliada de conjuntos se puede encontrar en los libros clasicos
[12, 20, 26]. Otras buenas referencias sobre conjuntos puede ser [10, 13].

2.1. Pertenencia y conjuntos numeéricos

Definicion 2.1.1

Un conjunto es una coleccion de objetos. Estos objetos son denominados elemen-
tos del conjunto.

Relacién de pertenencia:

x € A se lee: x “pertenece al conjunto” A (2.1)

x & A se lee: x “no pertence al conjunto” A (2.2)

Ejemplo 2.1.1

Considere el conjunto

A= {@,H,/,@,Bﬂ,{e,q,@} (2.3)

Se observa que @ €Ay ® ¢ A.

Conjunto se determina por:

C1. Extension, cuando se presenta cada uno de sus elementos.

C2. Comprension, cuando se presenta en forma abreviada.
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Ejemplo 2.1.2

Considere el siguiente conjunto

A={z/z=(-1)"+2k k€ Z} (2.4)

Determinar por extension.
Solucién.

(=1)°+2(0)=1+0= (S5 =R E ) =

(D +2(1) = -1+2= (12 +2(—2)=1—4=-3

(-1)24+22)=1+4=5 (1) +2(-3)=-1-6= -7

(1P £ = =146= (I W) =1 —F = -
Consecuentemente,

A={ .., —11,-7,-3,1,5,9,13,...}.

Conjuntos numéricos:

CN1. Numeros naturales:
N:={1,2,3,...} (2.5)

CN2. Numeros enteros:
zZ:={..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} (2.6)

Enteros positivos y negativos:

7t . = {1,2,3,...} (2.7)
zZz-: = {..,-3,-2,-2,—1} (2.8)

CN3. Numeros racionales: ,
Q:= {g/r,SEZ,S%O} (2.9)

CN4. Numeros irracionales:

I := {z/z tiene representacion decimal infinita no periédica}  (2.10)

CN5. Numeros reales:
R:={z/z e QVzxel} (2.11)

CN6. Numeros complejos:

C:={r+iy/z,y e R,i*=—1} (2.12)
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Conjuntos especiales:

CEL1. Vacio o nulo, esté definido por:
0 ={x/x #x} (2.13)

CE2. Unitario, consta de un solo elemento.

CE3. Universal, es un conjunto que contiene todos los elementos.

| \.

Ejemplo 2.1.3
Considere los siguientes conjuntos
Ay ={reR/2*+9=0},4,={x € C/x* + 9 =0} (2.14)

/Cudl(es) de los conjuntos es vacio?
Solucioén.

?>0=2"+9>9>0= A, = {}

’+9=0= (z+3)(z—-3)=0=2=-3 V=3 = Ay = {-3i,3}

Ejemplo 2.1.4

Sea A= {z € Z/x* — 16 = 0}. ;Es A un conjunto unitario?
Solucién.

' —16=0= (z*-4)(z’+4)=0= z-2)(z+2)=0=2=2Vx = —2

Por lo tanto, A = {—2,2} no es un conjunto unitario.

Ejemplo 2.1.5

Considere los conjuntos: B = {xz/x es un nimero primo par} y D =
{z/z es un satélite natural de la tierra }. ;B y D son conjuntos unitarios?
Solucidén. La respuesta es, que si son conjuntos unitarios pues, el conjunto B
tiene un solo elemento a 2 como par primo y el conjunto D, también tiene un sélo
elemento a la luna como satélite natural de la tierra.

Ejemplo 2.1.6

Considere
U={-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}
A={x€Z/1<2*<26}
B={zeZ"/(-1)*= -1}
C={reZ/s’+42°+2—6=0}

(2.15)

. El conjunto U, es un conjunto universal de A, B y C'?
Solucioén.

Alex Aro & Oscar Santander 33



WUPLPER;

—_— Capitulo 2. Conjuntos

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIAY TECNOLOGIA

Por extensién:
A={-5-4,-3,-2,2,3 4 5}
B=1{1,3,57,...} (2.16)
C={1,-2,-3}

La respuesta es que U, no es un conjunto universal de A, B y C'. En cambio 7Z,
si es un conjunto universal de A, B y C.

2.2. lgualdad de conjuntos

Definiciéon 2.2.1: Igualdad de conjuntos

A=B<= (Vr,r € A=z e B)AN(Vx,xr € B=2x€ A)
A#B<= (Ix talquexr € Ayx ¢ B)V (Jr talquex € By xz ¢ A)

Ejemplo 2.2.1

Considere
A = {5,55,555,55,5,5555,55}, B = {5,55,5,5555,555}
JA=B7?

Solucioén.
Ambos son el mismo conjunto {5,55, 555, 5555}.

Teorema 2.2.1: Propiedades de igualdad de conjuntos

1. A= A (Reflexiva)

2. A= B = B = A (Simétrica)
3. A=BAB=C= A= C (Transitiva)

Demostracion. Ejercicio.

Definicién 2.2.2: Conjuntos equivalentes

A = B <= 7 una correspondencia biunivoca entre A y B (2.17)

Definicién 2.2.3: Subconjunto

ACB <= (Vz,x€e A= x € B) (2.18)
A¢ B <= (3x € A tal que x € B) (2.19)
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Teorema 2.2.2: Propiedades de inclusion

1. AC A VA
2 ACBNBCA= A=B

3. VA O CA

Demostracion.

Definicién 2.2.4: Conjuntos disjuntos

Ay B son disjuntos <= no tienen elementos en comiin (2.20)
Figura 2.2: Disjuntos

B
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Ejemplo 2.2.2

Los conjuntos Z" y 7~ son disjuntos pues, los conjuntos

7t ={1,2,3,...,},
Z-={-1,-2,-3,...,}

no tienen elementos en comun.

Definicién 2.2.5: Conjunto de conjuntos

A es conjunto de conjuntos <A = {A;, As, As, ...} con A; (2.21)

conjunto para cada 1= 1,2,3,...

Ejemplo 2.2.3

Considere los siguientes conjuntos:

H, = {z/x es un estudiante de EP de farmacia }

Hy = {x/x es un estudiante de EP de enfermeria }

Hj; = {z/x es un estudiante de EP de ingenieria mecéanica }
Hy = {x/x es un estudiante de EP de artes }

Hs = {x/z es un estudiante de EP de veterinaria }

El conjunto {Hy, Hs, H3, Hy, Hs}, es un ejemplo de conjunto de conjuntos.

Definicion 2.2.6: Conjunto potencia

Sea A un conjunto. Un conjunto potencia de A esta definido por:
P(A) :={X/X C A} (2.22)
XePA) = XCA (2.23)
1. e P(A)
2. AeP(A)
3. P(0) = {0}

4. AC B<+= P(A) C P(B)
Demostracion.

1.0 c A= 0 e P(A).

2 ACA= AecP(A)

36 Alex Aro & Oscar Santander



WL PER,;

Capitulo 2‘ Conjuntos INSYITUTOUFERSITARl:;INNOVACIﬁN
3.
XeP)«<—=XcCl
— X =10
— X € {0}

XePA=XCA
— X CB, puesACB
— X € P(B)

XeA={X}CA
= {X} e P(A4)
— {X} € P(B), ya que P(A) C P(B)
= {X}CB
— XeB

Ejemplo 2.2.4

Considere A = {a,b,c,d}. Determine P(A).
Solucién.

P(A) ={{a}, {6}, {c}. {d}. {a,b},{a,c},{a, d},{b, c}, {b,d}, {c,d}, {a, b, c}, {a, b, d},
{b,¢,d},{a,c,d},{a,b,c,d}, 0}

2.3. Operaciones entre conjuntos

Definicion 2.3.1: Unién

AUB :={z/r € AVz € B} (2.24)
r€e AUB<=x€AVzeB (2.25)

Figura 2.3: Unién de conjuntos
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Ejemplo 2.3.1

Sean los conjuntos:

A={x8,006,1,% %0}
B :{®, @7 L'Uy E? ®7 |:|7 V, N}

Hallar AU B.
Solucion.
AUB = {*7@’|:|7@7®7{7$’®7H—J7E7®7V7N}

Teorema 2.3.1: Propiedades

1. AUA=A

2. AUd=A

3. AuU=0

4. AUB=BUA

5. (AUB)UC =AU (BUC)

6. AU(BUC)=(AUB)UC

7. ACAUB,VA, BC AUB, VB

8 AUB=0<—= A=0AB=10

9 AcCB= AuCcCBuUC

100 ACB<—= AUB=B
Demostracion.

1.

rcAUA<— xcAVzc A
<~ zxec A

2. Como x € ) = F entonces
reEAUD<= e AVzED
—zxec A
3. Siendo A C U, resulta que

r€AUU =2 AVvzelU
—ecUvVvzelU
— 2 clU

zrcU=2zcUvzcA
—zxclUUA
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4.
r€AUB<—=xc AVvzeB
—xeBVzxzeA
< xrxeBUA
5.

r€(AUB)UC <= (r€ AVvaxeB)vVz el
< zre€AV(reBVzel)
<< reAU(BUCQC)

6. Usando 1, A= AU A, y aplicando asociativa y conmutativa obtenemos

r€ AU(BUC)<=zrzec AVvze (BUC)
< zre€AV(reBVzel)
< zrxe€(AUA)V(reBVvzel)
< (re AVzeA)V(xeBVvVzel)
<~ (AUB)U (BUC)

7.
reA=rxr€cAVzreB
—xrxc€AUB
reB=zeBVzxecA
—xe€ AUB
8. Aplicando 7, y las hipotesis tenemos

ACAUB=0= A=
BCAUB=0=— B=1

Supongamos que A = () y B = (). Entonces

AUB=0UD =10

re AUC =z AVvae el
—xreBVaxe(Cyaque ACB
—rxeBUC

10. Usando 7, B C AU B. Por hipétesis A C B, y por 9 se tiene AU B C
BUB = B. Por lo tanto, AU B = B.

Reciprocamente, supongamos que A U B = B. Entonces aplicando 7 se
obtiene A C AU B = B.
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Definicion 2.3.2: Interseccion

ANB:={z/x € ANz € B} (2.26)
r€eANB<<=zrc ANz EDB (2.27)

Figura 2.4: AN B

U
'

Ejemplo 2.3.2

Sean los conjuntos A = {m,n,l,k,g,h,i,u,v,p,e,w,q} y B =
{s,t,m,n,k,u,v,z,p,e,c,s db,x}. Hallar AN B.
Solucién.

ANB={m,n,k,u,v,p,e}

Teorema 2.3.2: Propiedades

1. AnA=A

2. ANP=10

3. AnNU=4

4. ANB=BnNA

5. (ANB)NC=ANn(BNC)

6. ADBCAyANBCB

7.7 ACB=ANnCcCBNC

8 AcCANBCcD=ANnBcCcCND
9 ACB<= ANB=A

10. P(ANB) =P(A)NP(B)
Demostracion.

1.

rE€EANA<—=zcANxec A
—zc A
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2. Supongamos que AN () # (. Entonces existe xo € AN ). De donde, xq € A
y xo € 0, esto es una contradiccién. Por consiguiente, AN O = ().

3. Como x € U=V, entonces

e ANU <= zxzcAnzecU
<~—zxec A

rEANB< € ANz EB
& zrxcBANzc A
< xrxeBNA

re(ANB)NC <=z (ANB)AzeC
< (r e ANz eB)ANz el
< reAN(reBANzel)
—zrecANzxeBNC
<< zrzeAN(BNCO)

D

. Por ley de simplificacion:

r€EANB=zc A
r€cANB=2x¢ B

7. Supongamos que A C B entonces:
reANC =z ANz el

= xeBAhnxel
—zxeBnC

8. Considerando las hipétesis A C C'y B C D, y aplicando 7 tenemos ANB C
CNByCNBC DNC. Luego, por transitiva ANB C CND.

Ne)

. Aplicando 7, a la hipétesis A C B, se tiene A = ANA C AN B y vale
AN B C A por 6. Entonces AN B = A. Reciprocamente, supongamos que
ANB=Aypor6, ANB C B, obtenemos A C B.

10.
XeP(ANB)=— XC ANB
— XCAANXCB
— X e P(A) A X € P(B)
= X € P(A)NP(B)

X eP(ANPB)= XePA)ANXeP(B)
— XCAANzCB
— X CANB
— X € P(ANB)
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Teorema 2.3.3: Distributiva

Demostracion.

r€e€AUBNC)<=zrzcAV(reBArze()
< (x€eAVzeB)AN(ze AVze ()
<<z (AUB)Az € (AUC)
<—ze(AUB)N(AUCQC)

re€AN(BUC)<=zec AN(xeBVzel)
< (re ANz eB)V(re ANz eC)
< zrze(AnNB)vVze (ANC)
<—ze(ANB)UANCQC)

Teorema 2.3.4: Absorcion

AU(BNC) = (AUB)N(AUCQ) (2.30)
AN(BUuC) = (AnB)U((ANCQC) (2.31)

Demostracion.

reAU(BNC)<=ze€ AVz e (BNCO)
< reAV(reBANxel)
< (x€eAVzeB)AN(z e AVze()
<z (AUB)Az € (AUC)
<— e (AUB)N(AUC)

reAN(BUC)<=ze€ ANz e (BUC)
< reAN(reBVzel)
< (re ANz eB)V(xeAnrzel)
< ze(ANB)Vvze (ANC)
<—ze(ANB)U(ANC)

Definicion 2.3.3: Diferencia de conjuntos

A—B:={z/xr € ANz ¢ B} (2.32)
r€EA—B<=zxc ANz ¢B (2.33)
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Ejemplo 2.3.3

Considere A = {1,3,4,5,6,7,8,9,10,11,13,14,16,17,18} y B =
{2,3,5,8,9,16,19,20,22,24}. Calcular A — B.
Solucion.

A—B=1{1,4,6,7,10,11,13,14,17,18}
B— A=1{2,19,20,22,24}

Teorema 2.3.5: Propiedades

1. A-A=0

2 A-0=A

3.0-—A=0

4 A-B=(AUB)—B=A—-(ANDB)
5. A—(BUC)=(A-B)n(A-C)
6. A—(BNC)=(A—B)U(A-C)
7. (AUB)—C=(A-C)U(B-0)
8 (A-B)-C=(A-C)-B

Definicién 2.3.4: Complemento de un conjunto

CpA:={x/re BANx ¢ A} (2.34)
AC = {z/x & A} (2.35)

Ejemplo 2.3.4

Sean U = {jm,n,lopzl zwhr}, A = {mn,pol zzw} y
B = {m,p,o,s,t,w}. Determinar CgA, C4B y A°.
Solucion.
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CBA:B—A:{S,t}
CaAB=A—-B={n,l,z 2z}
A =U- A= {j,h,}

Teorema 2.3.6: Propiedades

1. C4BCA
2.CgACB

3. AUAY =T

4. AUC,B=A

5 ANA° =0

6. ANCgA =1
7.0°=0

8. CaA=10

9. 0° =0
10. C40 = A
11. (A9 = A
12. Cg(CgA)=ANB
13. A—-B=AnNB°
14. A— B=ANCsB

Demostracion. Ejercicio.

Definicion 2.3.5: Diferencia simétrica

AAB :=(A—B)U (B — A) = (AUB) — (AN B) (2.36)
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Figura 2.6: AAB

Y N
z
\ \ /
X

\

\
\\ / /
. L

Ejemplo 2.3.5

Sean A = {-9,-7,-5-4,-3,—1,0,2,4,5,6,7,8,9,13,24,65,66,78} y
B ={-8,-3,—1,0,5,13,11, 24,45, 65,79, 88,99, 100}. Determinar AAB.

Solucion.

AAB ={-9,-8,—7,—5,—4,2,4,6,7,8,9, 11,45, 66, 78,79, 83,99, 100}

Teorema 2.3.7: Propiedades

1. ANA =0
2. AND = A
3. AAB = BAA
4. AAN(BAC) = (AAB)AC
5. AN (BAC) = (ANB)A(ANC)
6. (AAB)U (BAC)=(AUBUC)—(ANnBNCQ)
Demostracion.
1.
ANA=(A-A)U(A-A)
=QuU
=0
2.
AND = (A—=0)u (D — A)
=AU
=A
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4.
AN(BAC) =

(AAB) U (BAC)

N (BAC)C]U [(BAC) N A€
NBuC)N(C°uUB)JU[((BNCC U (CNBY)NA°]
N((B°NCYu(CnB)]U(BNC°nA°)U(CNB°nN A%
NBNCYHYUANCNB)U(BNCYNA%) U (CNBYN A%
ANBYU(BNA)NCYU{[(AnB)uU(A° N B9 nC}

— CJu[Cn(AAB)]

(AN B)A(ANC) =

AAB = (A—B)U (B — A)

= BAA

(ANB)— (ANC)U[(ANC) — (AN B)]
(ANB)N(ANC)°IU[(ANnC)N (AN B)°]
(ANB)N (A UCHU[(ANC)N (A U BY)
(ANB)NCClU[(AnC
=An[(Bnc%u(CnB°
= AN (BAC)

[
=
[
[ )N BC]
)

A-B)U(B-A)U(B-C)U(C - B)

(AuC) - BJU[B - (ANC)]
(AUC)NBClU[BN(ANC)Y]
{[(AuC)NBluBYN{[(AuC)Nn B°lu(ANC)“}
= (AUuBUC)N(BuUA®uCf)
= (AUBUC) - (ANBNC)

(
[
[

Definicion 2.3.6

Sean A y B conjuntos finitos. Se define nimero de elementos de la unién de los
conjuntos A y B, disjuntos:

n(AU B) :=n(A) + n(B) (2.37)

Teorema 2.3.8

1. Si A y B son conjuntos finitos entonces

n(AUB) =n(A) +n(B) —n(ANB) (2.38)
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2. Si A, B y C son conjuntos entonces

n(AUBUC) = n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC)—n(BNC)+n(ANBNC)
(2.39)

Ejemplo 2.3.6

Dados los conjuntos A = {z € N/x =2k -3,k € N}, B={x € N/2 <z < 10}
y C ={x € N/2? — 11z + 24 = 0}. Calcular (AAB)NC
Solucién. Expresemos por extension:

2(1)—3=-1¢N,2(2)—3=1€N,2(3)—3=3€N,2(4) —3=5€N,

2(5)—3=T7€N,...
A=1{1,35,...}

B ={3,4,5,6,7,8,9}
(x=3)(z—8)=0=zx=3Vae=2_8
C ={3,8}
Luego,

(AAB)NC=[(A-B)u(B-A)|nC
=[{1,11,13,...} U {4,6,8}] N {3,8}
={1,4,6,8,11,13,...} N {3,8}
= {8}

Ejemplo 2.3.7

Considere el conjunto universal U = {m, 3, 1,6, V3, -1, —%, —%} Determinar por
extension los siguientes conjuntos:

1. A={z€U/z+8<13Az—1>3}
2. B={z€U/z*>0Vz =3}
3.C={ze€U/z+6=7T—z—-2=1}
4 D={2z€U/z—-1=0+—2+1=0}

Solucion.
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Tabla 2.1: Tablas de verdad.

Tabla 2.2: Tablas de verdad.

Por lo tanto,

A=10
2 1
B = {7T737 1767 \/ga _17 _ga _3}
2 1
C = 3,6,v3,—1,——, ——
{’ﬂ', ’ a\/_a ’ 37 5

2 1
D= {ﬂ—v 3a 67 \/ga _57 _g}

Ejemplo 2.3.8

SiAC By ANC =0, simplificar
R=[BU(C—-A)|n[AU(B-C)]
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Solucién. De hipétesis, C — A=C y AUCY = C® y luego

R=[BU(C-A)|N[AU(B-C)]
BUC)N[AU(BNCY9)]
BUC)N[(AUuB)N (AU CY)
=[(BuC)NnB]N(AuCY)
=Bn(AUCY)

=BnCY

=
=

Ejemplo 2.3.9

Se sabe que AC By BNC = 0.
Simplificar: R = (C — A)U (A - B)U{[(ANnB)° — B|nC}
Solucién. Por hipétesis tenemos:
ACB=A-B=10
ACB=ANCcBNC=1
= ANC =10

Como ANC =0, resulta que C — A = C. Luego,
R=(C—-AUA-B)U{[(AnB)° -B|nC}
=CUpU{[(AnB)¥ - BINnC}

=CU{[(AnB)’ - BInC}
=C

Ejemplo 2.3.10

Sea S ={1,2,3,4,5}. ;Cuales de las proposiciones son verdaderas?
1. dxz € S tal que x +6 > 10
2. Vee S, dJyeStalquex+y <7
3. VreS,z+3<8
4. dx € S tal quex +3 > 6
Solucioén.

1. Sea P(z) : 46 > 10. Tomando xy = 5 € S obtenemos P(5) : 5+6 > 10(V).
Por lo tanto, [3z € S tal que x +6 > 10| = V.

2. Para todo x € S, se cumplen 1 < x < 5 y x € Z. Considerando Q(x,y) :
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x +y < 7. Entonces:

r=1=Jy=4talquel +4 <7(V)
r=2=—Jy=>5tal que2+5 < 7(V)
r=3=3Jy=2talque3+2<7(V)
r=4=—Jy=2talqued+2<7(V)
r=5=3Jy=1talque5+1<7(V)

Por consiguiente, [Vz € S,3y € S tal quex +y <7 =V.

3. Sea T'(z) : x + 3 < 8. Entonces

Por Io tanto, Vx € S, 2 +3 <8 =V

4. Consideremos Z(x) : x + 3 > 6. Entonces tome xo = 5 € S tal que Z(5) :
5+ 3> 6(V). Por lo tanto, [3x € S tal quex +3 > 6] = V.

Ejemplo 2.3.11

Sean H = {1,2,3,4,5} y J = {—2,—1,0,5,6}. Determine valores de verdad de
las proposiciones:

1. Vrxe Hdye J talquer+y < 3

2. Vrx e JVye€ H tal quex <y — 22 < y?

3. ye JVre H talquex —y > 1

4. Ny e J Ve e H tal quex —y > 1

5. Jxe Hdye J talquex —y e H
Solucién.

1. Tomando x = 5 tenemos 5+ y < 3, o sea, y < —2. No existe un y en J tal
que 5+ y < 3. Por lo tanto, [Vx € H,Jy € J tal que x +y < 3| = F.

2. Consideremos xg = —2 € J y yo = 1 € H. Luego, —2 < 1 — (—2)? < 12
falso. Por consiguiente, [Vx € J,Vy € H tal quex <y — 2> <y’ = F

3. Siendo x — y > 1, obtenemos y < ¥ — 1. De donde existen y = —1,—2
tales que x —y > 1, para todo x € H. Consecuentemente, [3y € J,Vx €
H talquex —y>1]=V.

4. Del resultado anterior se concluye que [y € J,Vx € H tal quex —y >
1]=F.
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5. Existenx =2 € Hyy=—1¢€ J tal que 2 — (—1) = 3 € H. De donde,
[Fre H3dyeJtalquex—yec H =V.

Ejemplo 2.3.12

En un grupo de 64 senoritas se determiné que 7 eran peruanas, simpaticas, al-
tas, flaquitas y rubias; 34 son peruanas simpaticas, 22 son rubias, 24 son altas
flaquitas, 10 son peruanas rubias simpaticas, 17 son peruanas flaquitas altas y
simpaticas y 12 son rubias altas y flaquitas. ;Cuantas de las sefioritas no tienen
ninguna de las 5 caracteristicas mencionadas?

Solucidén. Los datos del ejercicio son n(U) = 64, n(PNSNANFNR) =7,
n(PNS) =34, n(R) =22, n(ANF) =24, n(PNRNS) = 10, n(PNFNANS) = 17
yn(RNANF)=12.

Figura 2.7: (PNS)U(ANF)UR

n(U) = 64

34 =n(PNS) n(ANF) =24

T+34+7+5+2=6064— =16

2.4. Ejercicios propuestos

Tarea para casa:

#51. Considere el conjunto unitario H = {s — 2t,2s — t + 2,19}. Sean J =
{25,9+t,s—t}y K ={12+¢,7—5,3—t,s+7}. Hallar (JUK) — (JNK).

32, Sea el conjunto A = {{1},{1,2},0, {{3,4},2},{{},1},3,5,{6}}. Senale ver-
dadero o falso en las siguientes afirmaciones:

a) 1¢A( )
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b) {3,4} € A (

c) {1,2} e A( )
d) 3€e A( )

e) {1,2} C A(
NAsr¢AC )
g9 {ycAal )
h) {6y € A( )
i) {{{3,4},2},0} cA( )

7)) H{1}5,5,6,{6}} cA( )

k) ({1}, {{31h{6},{1,2},0 2 A ()

)

£33, Considere el conjunto universal U —
{-7,-6,-5,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}. Determinar por extensién
los siguientes conjuntos:
a) A={ze€U/2x+3<TA3z—-1<2}
b) B={r€U/z*+3>0V2z—7=3}
¢) C={z€U/z+6>7—3x—-2=1}
d) D={z€U/x—3>0+«—3z—5=10}
e) E={xeU/x?—4<0— (z>5Ax=-1)}
#34. Sean los conjuntos U = {—3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6}, A = {-3,-2, 1,0}
y B=1{0,1,2,3,4,5,6}. Se sabe que
S={reU/xg A— = ¢ B}
T'={xeU/xe A+— z ¢ B}
R={reU/x e AVzx ¢ B}
Calcular TN SN R.
35, Sean A={r € R/2® - 222 — 52 +6 =0}, B={r € R/2®> —42+3 =0} y
C = {x € R/z? < 0}. Hallar:
a) (AUBUC)—- (AN B)
b) ANBNCC
c) P(AUBUC)
#56. Determinar los siguientes conjuntos por extensién:
a) {v € Z/x =3(-1)k k € Z}
b) {x € Z Jx=bk+ 1,k e Z}
c) {r e N/ -2 <4x+7<24}
d) {£1eQ/z€ZN10<z <28}
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e) {2z € Z/x € N A x es divisible por 3}

#57. Sean A, B y C conjuntos arbitrarios. ; Cudles de las siguientes afirmaciones
son verdaderas? Justifique su respuesta.

SiAe By B C C entonces A € C.

Si Ae By B C C entonces A C C.

c) SiANB C CnN B entonces A C C.

a)
)
)
d) Si A— B C C — B entonces A C C.
)
)

b

SiAC By B e (C entonces A C C.
Si AUC = BUC entonces A = B.

@

f

£38. Sean H = {a,bc d e {a,b,c}, {a,b},{b} {c,d},0} vy J
{b,d,{a,b},{b},0}. Determine los siguientes conjuntos:

a) H—(JNH)

b) (HUJ) - {{a,b},c,d}
c) JN(H —{a,b,c})

d) H—(J—H)

#£39. Pruebe que la igualdad (AU B)NC = AU (BN C), no es siempre valida.
#310. Use la ley distributiva para demostrar:
(AUB)N(CUD)=(ANC)U(ANnD)u(BNC)U(BND)
#311. Se sabe que A C By BN C = (). Simplificar:
T=(C-AU[A-B)UC®lU{[(AnD)¢ - BInC}

£312. Si A°NB°NCC C D, reduzca {{AND°N(AUB)|U[(B—D)N(AUB)|U
[(CND%nN(AuUB)]}¢

#5313, Simplificar:
(A°NB°NC)U(BNCYU(B°NA°nC)u[(A°uCc®uB®)n(BuC?)®
#3914, Si A y B son subconjuntos de U, pruebe que: si A C¢ U — B entonces
ANB=0.
#3915, Sean A, B y C subconjuntos de U. Pruebe que
o) U—(AUBUC)=(U-A)NU-B)Nn({U-0C)
b)) U—(ANBNC)=U-AUU-B)U(U-0C)
#516. Para todos los conjuntos A, B y C, pruebe las siguientes afirmaciones:

a) Si C' C A entonces (ANB)UC =AN(BUCQC).
b) Si A® C B entonces B C A.
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&) (A—B)—C=(A-C)—(B-0)

#317. Con la ayuda de diagrama de Veen Euler investigue la validez de cada
inferencia siguiente:

a) Si A, By C son subconjuntos de U tal que ANB Cc C¢y AUC C B,
entonces ANC = (.
b) Si A, By C son subconjuntos de U tal que A C (BUC)Y y B C
(AU C)°, entonces B = .
#318. Sean A C Uy B C U. Pruebe:

a) ACB+= ANB° =1
b) A=B << AAB=10
¢) AUB=0= A=0AB=10

#319. Sea Z-, el conjunto de los niimeros enteros mayores que 1. Para cada n > 2,

defina
Xn={nk/k>2kecZ}

Determine Z — U X,

n=2
£520. Dé un contraecjemplo o demuestre las siguientes afirmaciones:

a) Si A,B y C son conjuntos que satisfacen AAC = BAC entonces
A=B.

b) Si AAB = () entonces A = B.
c) Si A C B entonces AAC C BAC.

£21. SeaU=Rysean A={r cR/-3<2<1},B={rcR/-1<2<3}y

C ={x € R/4 <z < 8}. Determine cada uno de los siguientes enunciados:
a) AUBUC
b) AnNBNC
c) AN (BUC)
d) (AuB)nC*®
)

e) ([ANB)UC] - A

1 1 1
#3522, Sea X, = {xER/—2 <z< } = {— — ], para cada entero n.
n n

Determine:

&
C e
&

3
Il
—

" e
&

i
I
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c) fjl X,
0 (X
n:iO .
0 (0x)
£923. Sin(AUB) =11, n(ANB) =2y 3n(A) — 4n(B) = 4, hallar n(A) — n(B).
£924. Sean n[P(A)] = 64, n[P(B)] = 32 y n(AN B) = 3. Calcular n[P(AU B)].

#525. Considere los conjuntos A = {x,y, z,w} y B = {t,y, 2, s}. Determine:

a) P(A)NP(B)
b) P(A— B)UP(ANB)
¢) P(AAB)NP(A)

#3926, Sean A, B y C tres conjuntos contenidos en un universo finito de 60
elementos, ademas, se tiene: n(BAC) = 40, n(A N (B¢ N C%)) = 10,
n(ANBNC)=5y BNCNA® = (). Calcular n(A° N B¢ N C°).

#3527, Los cardinales de los conjuntos A, B y C' son niimeros enteros consecutivos;
ademads, n[P(A)] + n[P(B)] + n[P(C)] = 448. Entonces determine el valor
de

E =n(A) +n(B)+n(C)

£328. Sean A, By C contenidos en un conjunto universal U. Sin(U) = 18, ademés,
A, B y C son tres conjuntos cuyos nimeros cardinales estan en progresion
aritmética, calcule la suma del maximo y minimo valor de n[[P(ANB)UC]%],
considere

n[P(A)] + n[P(B)] + n[P(C)] = 336

#329. En una encuesta realizada en centro de Idiomas (de UNAP), se obtuvieron
los siguientes resultados: el nimero de personas que estudian inglés es 60,
aleman 48 y francés 28. El niimero de personas que estudian soélo francés
es 1/3 de los que estudian sélo ingles y 1/2 de los estudian sélo alemén.
El nimero de personas que estudian los tres idiomas es 1/2 de los que s6lo
estudian inglés y francés. El niimero de personas que sélo estudian aleman
y francés es 1/3 de los que s6lo estudian inglés y alemén.

a) ;Cuantas personas estudian un soélo idioma?

b
c
d

. Cuantas personas estudian por lo menos un idioma?

. Cuantas personas estudian solo dos idiomas?

)
)
)
)

,Cuantas personas estudian por menos dos idiomas?
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£330,

£31.

#3932, Pruebe que

En una comunidad, las personas conforman tres asociaciones San Pedro,
Copacabana y Senor de Huanca, que fueron registrados de la siguiente ma-
nera 50 personas conforman San Pedro, 80 en Copabana y 120 en Senor
de Huanca. El nimero personas que son socios de las tres asociaciones son
5, San Pedro y Senor de Huanca 20, San Pedro y Copabana 8, y Senor de
Huanca y Copabana son 15.

a) ;Cuantas personas hay en total en tal comunidad?

..Cuantas personas son socios de dos asociaciones?

b) (Cuédntas personas son socios de por lo menos dos asociaciones?
c)

d) ;Cuantas personas son socios de una asociacion?

En la ciudad de Puno, se realizd6 una encuesta a 3800 personas sobre los
periddicos que costumbran leer y el resultado fue:

1300 leen “Los andes”

1100 leen “El correo”

1600 leen “La frontera”

a)
)
)
) 500 leen “La frontera” y “Los andes”
)
)
)

9} S

SH

300 leen “El correo” y “Los andes”

9]

400 leen “La frontera” y “El correo”

~

g) 100 leen “La frontera”, “El correo” y “Los andes”

1) ;Cudntas personas leen apenas “El correo”?

\)

. Cuantas personas leen apenas “Los andes”?

w

., Cuantas personas leen apenas “Los andes” y “La frontera”?

Ot~

) ¢ Cuéntas personas no leen ningun de los tres periédicos?
) Cuantas personas leen apenas uno de los tres periddicos?

D

. Cuantas personas leen mas de uno de los tres periddicos?

{r:zeXNega}eP(X)—X

56
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Numeros reales

El proposito del capitulo es exponer los axiomas de niimeros reales, potenciacion,
axiomas de orden, radicales, operaciones con expresiones algebraicas y la determinacion
de simétria de ecuaciones. Para profundizar este capitulo, puede consultar en [, 5, 20,
21, 26].

3.1. Sistema de numeros reales

El sistema de nimeros reales, es un conjunto R, con dos operaciones adicién y
multiplicacion, que satisface los siguientes axiomas:

Axiomas de niimeros reales:

AX1). Vz,y € R, z +y € R (clausura)
. Vz,y € R,z +y =y + z (conmutativa)

)

AX3). Vz,y,z € R, (x +y) + 2 = x + (y + 2) (asociativa)
). 310 € R, tal que x + 0 = z, Vz € R (existencia y unicidad de 0)
)

. VzeR, I —z R tal que z + (—z) = 0 (existencia y unicidad de —z)

. Vz,y € R, z-y € R (clausura)
. Vz,y € R, -y =y x (conmutativa)

)
)
AX8). Vz,y,z € R, (z-y) -z =z - (y- 2) (asociativa)
). A1 eRtal que 1 -z =z, Vo € R (existencia y unicidad de 1)
)

. Vz € R— {0}, Ilz7! € R tal que = -z~! = 1 (existenciay unicidad del
inversa x 1)

AX11). Vz,y,z € R,z (y+ 2) =x -y + = - z (distributiva)
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Axioma de igualdad:

I1). z =z, para todo x € R(reflexiva)
[2). x =y = y = x(simétrica)

13). =y Ay=2z= x = z(transitiva)

Definiciéon 3.1.1

r
| .

La resta, esta definido por

x—y:=x+ (—y), ] (3.1)

para todo x,y € R.

Definicion 3.1.2

La division, esta definida por

’ =z-y !, ] (3.2)

para todo z € R y y € R — {0}.

Teorema 3.1.1: Propiedades:

P1). —=0=0

P2). 0-2=0

P3). —z = (—1)-z,Vz €R

P4). x(—y) = —(ay) = (—2)y, Vz,y €R
P5). —(—z) =z, Vz € R

P6). (—z)(—y) =y

P7). 17t =1

P8). 40— 22 #0

P9). z240= (z7}) ==z

Demostracion.

P1).

—0=0+(-0) por AX4)
=0 por AX5)
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P2).

0z =0x+0
= 0z + [(0x + (—0z)]
= (0z + O0x) + (—0x)
= (04 0)z + (—0x)
= 0x + (—0z)

P3).

P4).

P5).

PG).

por AX4)
por AX5)
por AX3)
por AX11)

por AX5)
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P7).
I't=1-17" porAX9)
=1 porAX10)
P8). Tenemos
H:xz+#0 C:27'#0

Supongamos que ~ C: z=! = 0. Como x # 0, entonces existe ' tal que
xa~! = 1; multiplicando ambos por =1, a la suposicién ~ C obteniéndose
zx~! = 0. De esto, 1 = 0, es una contradiccién. De ahi, ~ C, es falsa y
consecuentemente C, es verdadero.

P9). Aplicando P8), para x # 0 se tiene x=' # 0. De donde, existe (z~')~! tal
que (x7 1) (z71)~1 =1, desde luego,

(zHt=1-(aH! porAX9)
= (zz™H(z™")7! porAX10)
=z[z (=™ porAX8)
=zl porAX10)
= 3 porAX9)
Ve,ye Rox-y=0<=zx=0Vy=0 (3.3)

Demostracion. Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 3.1.3

PPl) z+c=y+c=z=y

PP2) xc=ycANc#0=zx =1y

PP3) vy # 0= (zy) ' =y ot =2 1y!
ppg) 4 EoTOEH g
y w yw

PP5) Vx #0, (—x)™' = —z7!
Demostracion.

PP1)

g+ec=y+c= (+c)+(-c)=(y+c)+ (¢
= x4+ (c+ (—¢)) =y + (c+ (—0)) porAX3)
—z+0=y+0 porAXD5)
— =y porAX4)
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PP2)
zc = yc = (zc)c ! = (yc)e !
= z(cc) = ylec ™) porAXS)
=zl =yl porAX10)
= r=y
PP3) Como zy # 0, entonces
(zy) ™' = 1(ay) ™ PorAX9)
= (xy) (1) PorAXT)
= (ay) ez~ ™) PorAX10)
= (vy) " [(zy) (=77 PorAX8) y AXT)
~ [(w9) " (a)](y s Por AXY)
=1(ytah) PorAX10)
=gy 1g7! PorAX9)
PP4)
S+ S =gyt 42wt Por definicién de division
= (zy" + 2w ) [(yw) (yw) '] Usando (yw)(yw)™" =1
— [y + 2w ) ()] () ™ por AXS)
= [(ay™ ) (yw) + (2w (yw))(yw) ™ porAX11)
= (zw + 2y) (yw) ™" porAX8) y AX10)
_ Wty por definicion de division
yw
PP5)
= — |
= (—27)[(~2)(=2)7"] por AX10)
= [(—27)(=2))(—2)~" por AX8)
= (z7'x)(—z) ™" por el Teorema 3.1.1 P6)
=1(-x)7! AX10)
= (—z)! AX9)

Alex Aro & Oscar Santander
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Ejemplo 3.1.1
Demostrar:
y woooyw
x
Y Tw
> =— 0. 3.5
Y -2 o (35)
w
Solucioén.
x z i 1 .y e
—— = (zy )(zw™) por definicién de division
y w
= (z2)(y~tw™) Usando AX7) y AXS8)
= (22)(yw) ™" por el Teorema 3.1.3, PP3)
— por definicion de division
yw
T
- -1
% = <E> <i> por definicién de division
= y ) \w
w
= (zy ) (zw™ ! por definicién de division
= (zy H[z (w1 por el Teorema 3.1.3, PP3)
= (zy ") (27 w) por el Teorema 3.1.2, PP5)
= (zw)(yz)~" AX8)y Teorema 3.1.3, PP3)
— Por definicién de division

3.2. Potencia

Definicion 3.2.1

Sean x € R yn € Z*. Se define:

=z x (3.6)
n factores
Calcular:
a) (=2)
b) (=7)*
c) 3
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Solucion.

—~
|
[\
~—
]
I
|
N\
~—
—
|
[\
—
|
[\
|
[\
~
—~
|
[\
~
—~
|
[\
~
—
|
[\
~—
I
|
—_
[\
co
~—

=1, (3.10)
== (3.11)

Ejemplo 3.2.2

Calcular 7°, 3° y 67
Solucién.

=1
30=1
1
67t= - = ——
64 1296

Teorema 3.2.1

Las siguientes propiedades son verdaderas: para todo m,n € Z™,

PO1) x™z"™ = g™+

n

PO2) (zy)" = a7y
PO3) (z™)" = ™"

PO4) T = gm—n
xn

PO5) (f) _
y n

Y

Solucion.

PO1)

m factores n factores
—_——— —

m~+n factores

— l,m—‘rn
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PO2)

PO3)

(z™)"

PO4) Como z° =1,

PO5)

De esto, (z™)~

(zy)" = (wy)(zy)(zy) . .. (vY)

= (zaz...202)(YYY - . . YYY)

n factores n factores
_ xnyn
n factores

m factores m factores m factores m factores

n factores
—_————

mn factores

— xmn

entonces

1 — x=". Aplicando aquello tenemos:

G- B

n factores

= (@) (@) (=) (o)

n factores

= (zzz...vex)(y ly Yy oy

n factores n factores
_ n(,,—1\n
=z"(y)
_ ajny—n

a1

Y

=T

64

Alex Aro & Oscar Santander




WL PER,;

Capitulo 3. Numeros reales =
T e

Teorema 3.2.2

Para todon € Z*, se tiene:

o0 ()=

por) L _ =Y
y—m ‘/L‘TL
Demostracion.
PO6)
AN 1 .y
<—> — " por definicion 3.11
Yy x
9
1
= — por OP5)
y
_ g por existencia del inverso
xn
AN
— (_> por OP5)
x
PO7)
1
" on .y
— =5 por definicion 3.11
Y -
ym
1y /1) L o
= <—> — por definicién de divisién
xn ym
1 my 1
— <_) <yT> por PO7)
xn
ym

8
3

Ejemplo 3.2.3

. B (12)2(27)3(125)
Simplificar H = (144)(81)(25) °
Solucién.
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Como 12 = 3 -22, 27 = 33, 125 = 53, 144 = 3% . 2* entonces

 (12)%(27)3(125)
~ (144)(81)(25)
(3-2%)%(3%)3(5%)
= 32.94.34. 52
32 . 24 . 39 . 53
T T 36.91.52
311 . 24 . 53
T 36.94.52
=3%.5
= 1215

Ejemplo 3.2.4

Simplificar cada expresion

; x 3.7 7% g2

x2 . p—10 . 44

2 () (2) (=)

Solucién.
1.
3. T 5 2 —347-5-2
72 . p-10 . 4 72—10+4
-3
74
_ 43
=z
2.

@ <32 (&)
) (%) (7o)

(2)(3%2%)(2°)
~ e )(&27)
2.3y

26 .35 . p—14
96—6 . .6+14

2
T
2
T

35-3

IIZ20

9
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3.3. Ordenamiento de niumeros reales

Axiomas de orden:

En el conjunto de los niimeros reales existe un subconjunto R*, de ntimeros reales
positivos tal que:

AXRI1) Si z € R, exactamente una de las tres afirmaciones ocurre: z € R*; x = 0;
—r € RT.

AXR2) Siz,y € R, entonces z +y € RT;

AXR3) Siz,y € Rt entonces zy € RY.

El conjunto de niimeros reales negativos es denotado por R™.

Definicion 3.3.1

EIl niimero real x, es negativo si y sélo si, —x es positivo. Es decir,

r€ER < —z R (3.12)

Definicion 3.3.2

Sean x y y niimeros reales.

r<y<=y—-r>0<= weRt:w=y—2x (3.13)
y>r<=ar<y (3.14)

Teorema 3.3.1: Tricotomia

Para cualesquiera x y y niimeros reales, exactamente una afirmacion siguiente
ocurre: x<y, X=y, y<X.
Demostracion. Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 3.3.2: Transitividad de la ordenacion

Siz <y yy< zentonces x < z.
Demostracion.
Aplicando el Axioma de orden AXR2),

r<yAy<z= (Fuw eR":w;=y—2) A (Fwy ER" 1wy =2 — y)
= Jui+w R twy+wy=(y—2)+(z—y)=z2—=x
— T <z

Teorema 3.3.3: Monotonia de la adiccion

Six <yentoncesx+ 2 <y+z
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Demostracion.

r<y<—JweR :w=y-—=x
— weR :w=(y+2)—(z+2)
S artez<y+=z

Teorema 3.3.4: Monotonia de la multiplicacién

Siz <yyz¢e€R" entonces xz < yz
Demostracion.

r<yzeR = JweR :w=y—1,2€R"
— wz=yz—z2z € R" por AXR3)
— 2z < Yz por definicion

Definicion 3.3.3

Sean x y y nuimeros reales.

r<y<=zxr<yVr=y (3.15)

Teorema 3.3.5: Propiedades:
POl). 2 <y=—zx+2<y+z
PO2). 0<zAN0<y=0<uy
PO3). c<yNy<z=uz<z
PO4). x <yAhy<:z—=z<z

PO5). 1 <yANzeRtT = zz<yz

Demostraciéon. Queda como ejercicio para el lector.

Aplicando el teorema 3.3.5 PO2), se obtiene

[ 22 > 0,Vz € R. ] (3.16)

Ejemplo 3.3.1

. x % x x4+ z %
Sean x,y, z y w reales positivos tales que — < —. Demuestre que — < .
Yy ow y o ytw w

Solucion.
Como x,y, z,w > 0, entonces:

x z
S = aw<yz
Yy w

<= yz—axw >0
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Siendo y +w > 0 e y > 0 tenemos
Yz — TW
(y +w)y
Yz +yr — rw — Yyxr
(y +wy
y(z+z) — z(y + w)
(y +w)y
1

:>y‘1(m+z)—xw >0
i (y+w) (y+w) y

xr—+z x

y+tw y

yz —zw >0 =

> 0

>0

Se sabe que y +w > 0 e w > 0, luego

Yz — TW

w(y + w)

Yz + Wz — Wz — rw
w(y + w)

z2(y +w) —w(z+x)
w(y + w)

yz —zw > 0 = >0

>0

—

—

I

Por lo tanto,

3.4. Radicales

Definicion 3.4.1

La raiz n-ésima principal de x, es definida por:

n impar: r =y <=y =1 (3.17)
npar: Yr=y<=y'=xAy>0 (3.18)

Ejemplo 3.4.1

Calcular:

V256, v/—343, v/371293
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Solucion.

V256 = 4, porque 4* = 256 y 4 > 0
v/—343 = —7, porque (—7)* = —343
v/371293 = 13, porque 13° = 371293

Teorema 3.4.1

Sea n € ZT. Entonces

R1) /75 = YTy
"2 if5 =53
R3) Yvz= "y

R3) {L/:I;_”—{ x sin es impar,

|z| sin es par.

Demostraciéon. Queda como ejercicio.

Definicion 3.4.2

Para todo m/n € Q con n > 0, se define:

[ ™" = (Yz)™ (3.19)
o equivalentemente,
g™ = g (3.20)

Para el caso n par se requiere x > 0.

Ejemplo 3.4.2

Reducir:

V20 4+ v405 4+ v80 — v980 (3.21)
Solucién. Como 20 = 22 -5, 405 = 3*-5, 80 = 2* -5 y 980 = 22 - 72 . 5, entonces

V20 + V405 + /30 — V080 = V22 - 5+ V34 - 54+ 1/24 . 5 — /22 . 72 . §
= V2 B+ V3 VB4 V2 VB V22 VT2 5
= 2v/5 4+ 9v5 + 4v/5 — 145
=15v5 — 145
=5

Alex Aro & Oscar Santander
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Ejemplo 3.4.3

Simplificar:

226/ 211/23 (3.22)

Solucion. Aplicando el Teorema 3.4.1, tenemos

Vx26 .’EH \/.T26 .TH.T

1’263(

H
)
N
w
?‘ 3,
i o

)3

I
o o
ﬁg
w [\
o [«
8
~

I
o
—~

8
(=]
~—
ot

I
8

Ejemplo 3.4.4

Racionalizar el denominador:
1
2-v2+v3-+6

Solucién. Aplicamos (v —y)(z +y) = % — y* tenemos:

1 B 1 2+ v3) + (V2 +6)
2—-v2+v3-v6  (2+v3)— (V2+v6) 2+ V3) + (V2 + V6)
_ 2+VB+V2+ V6
(2432 - (V2+6)?
B 2+v3+v2+ 6
4+ 443 +3—(2+ 242 +6)
2+ V3+V2+16
—1
=—2-V3-v2-+6

(3.23)

Ejemplo 3.4.5

Racionalizar el denominador de la expresion:

V3-—1

B (3.24)
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Solucién. Usando x3 + y3 = (x + y)(2? — zy + y*) obtenemos:

¥B-1_B-1(5 =B+
VBl VBH1(Y3 -3+
BB +YE-Y3 +¥E-1
(VB + 1’
_2-2V9+203

4
_1-V9+V3
-——

3.5. Expresiones algebraicas

Polinomios

Un polinomio de grado n € Z* U {0} es de la forma

P(IL‘) = a,T" + an—lwn_1 + ...+t a1z + ag, (325)

donde ag, ay, ..., a,_1,a, son niumeros reales. El niimero a,, # 0, es llamado coeficiente
principal del polinomio.

Suma y resta de polinomios

Ejemplo 3.5.1

Hallar la suma: (z° — 822 + 3z 4 14) + (32® 4 52% — 6z — 1).
Solucién. Agrupemos los términos semejantes para poder sumar:

(z® — 82 + 3z + 14) + (3% + 52° — 62 — 1) =(2® + 323) + (—82® + 52?) + (3x — 6x)
+ (14— 1)
=4z® — 3z° — 3z + 13

Ejemplo 3.5.2

Hallar la resta: (z® + 52* — 2z + 1) — (23 + 222 — 22 + 1).
Solucion. Apliquemos la distributiva y luego grupemos los términos semejantes
para determinar la resta:

(2 +52°—22+1) — (z®+22° - 22+ 1) =2 +52° - 22+ 1 —2® - 202 + 22 — 1
=(z> — 2°) + (52 — 22°) + (—2z + 22)
+(1-1)
=327
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Producto de polinomios

Ejemplo 3.5.3

Encuentre el producto:
(2z + 3)(z — 5) (3.26)

Solucion.
Primera forma:

(2z + 3)(z — 5) = 2z(z — 5) + 3(z — 5)
= 22? — 10z + 3z — 15

= 2z° — Tz — 15
Segunda forma:
2r+3 X
r—5
—10x — 15
252 + 3z
222 — 7z — 15

Ejemplo 3.5.4

Encuentre el producto:
(2> + z — 2)(22% — 3z + 4) (3.27)

Solucion.
Primera forma:

(2% + 2 — 2)(22% — 3z + 4) =2*(22% — 3z + 4) + 2(22% — 3z + 4) — 2(22* — 3z + 4)
=221 — 323 + 422 4+ 223 — 322 + 4z — 42® + 62 — 8
=2z + (—32% + 22°) + (42® — 32® — 42%) + (47 + 61) — 8
=2zt — 2% — 322 + 10z — 8

Segunda forma:

4+r—2 X

222 —3x+4
422 + 4z — 8
—3x% — 322 + 6z

2z + 223 — 412
2z — 22 — 322+ 10z — 8
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Factorizacién

Ejemplo 3.5.5

Factorizar: —8z% + 12z
Solucién. EI méximo factor comiin de —8z% y 12x es 4x, y ésta serd factorizado

de siguientes manera:
—87% + 12z = 4z(—27 + 3)

Las expresiones 4x y —2x + 3, son factores de —8x?% + 12x.

Ejemplo 3.5.6

Factorizar: 2> — x — 2
Solucion.

—r—-2=2>-1—-2-1

=(z2—1)— (z+1)

=(x+)(z-1)—-(x+1)
=(z+1)(x—-1-1)
= ( (

x4+ 1)(z — 2)

Las expresiones (z + 1) y (z — 2) son factores de x> — z — 2.

Ejemplo 3.5.7

Factorizar: 2028y5 — 12216y* + 22128
Solucién.

20x%y°® — 122%y* + 222y® = 2289y* (10 — 62° + z'y?)

Ejemplo 3.5.8

Factorizar: z%/% — 4z%/* — 212~3/4
Solucion. Factorizando el término con menor exponente y la expresion cuadra-
tica, tenemos:

o4 — 4gt/t — 21273 = (2% — 4z — 21)27 /4

(22 + 3z — Tz — 21)z~3/4
[z(z + 3) — T(z + 3)]z~/*
(

T
z—7)(z + 3z

Ejemplo 3.5.9

Factorizar: z%(x — 13)73/% + 3(x — 13)1/% — (z — 13)~%/4
Solucién.
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?(z — 13)73/* 4+ 3(z — 13)Y% — (z — 13) %% = [2% + 3(x — 13) — 1](z — 13) %/
= (2% + 3z — 40)(z — 13) 73/
= (2 = 5)(z + 8)(x — 13)73/*

Multiplicacién y division de expresiones racionales

Definicion 3.5.1

La multiplicacion de dos racionales esta definida por:

Plx) S(x)  Px)S(z)
Q@) T~ AT )
La division de dos racionales esta definida por:
P(z) , S(x) _ Px) T(z)
Q@) T T@ T Q@ " Sw) 529

Ejemplo 3.5.10

2x—3xx—|—5
x—7 x4+2

Calcular el producto:

Solucion.

2z — 3 " r+5  (2x—3)(z+5)
r—7 z+2 (z-T)(z+2)
_ 2x(x+5) —3(x +5)
2z +2)—T7(z+2)
_2x2+10x—3x—15
o242 —Tr—14
_23:2—1-7.7:—15
22 —-5x—14
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Ejemplo 3.5.11

=9 2’4+ 1lz+24
z+5  r2+2x—15"

Calcular la division:

Solucion.

-9 2+ 11z +24 x2—9xx+2x—15
z+5 " 22420 —15  x+4+5  x2+1lx+24

(2= 9)(z® + 2z — 15)
~ (x+5)(2? + 11z + 24)

)
_ (z-3)(z£3%x¥5) (z-3)
(z+5%xF3) (z+8)

(z —3)?
r+8

Suma y resta de expresiones racionales

Definicion 3.5.2

La suma de dos racionales esta definida por:

P(z) S(z)  Pz)+ S(z)

o Taw T QW £
La resta de dos racionales es definida por

P(z) S(z) _ P(z)—S(x)

0w Q@ T QW S

Ejemplo 3.5.12

r—1 T

+
Lx+1 x+3 . ‘ _
Solucién. En la suma los denominadores tienen diferentes factores, encontremos

minimo comin denominador (MCD):

Sumar:

MCD(z+1,z+3)=(z+ 1)(x +3)

Ahora

x—1+ x :(x—l)(x+3)+ () (z+1)

z+1 243 (x+1)(x+3) (z+3)(x+1)
_ @1+ +a(z+1)

B (z+1)(z +3)

2?2+ 3x—3

22 +4z 43
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Ejemplo 3.5.13

_ 3
22 —16 (x —4)?
Solucién. Como z? — 16 = (z — 4)(z + 4) entonces

Restar:

MCD((z —4)(z +4),(z —4)%) = (z —4)*(z +4)

Luego,
5 3 5 (z-4 3 (z+4)
r2—16 (z—4)2 (@2-16)(x—4) (z—-4)2(z+4)
5(z — 4) 3z +4)

T (w—42x+4) (z—-42%(z+4)
5z —20— 3z — 12
 (r—4)2(zx+4)
2x — 32
(z —4)%(z + 4)

Ejemplo 3.5.14

95 1 2

?—x—-6 x+2 x-3
Solucién. Como z? —x — 6 = (x — 3)(x + 2) entonces

Calcular:

MCD((z —3)(x+2),(x+2),(z—3)) =(z - 3)(z+2)
De donde,

x 1 2 x 1 (z-3) 2 (z+2)

22—z2—-6 z+2 z-3 (z-3)(z+2) (@+2)(x—-3) (z—3)(x+2)
r—x+3—-2x—4
(z —3)(z +2)
-1 -2z
(z —3)(z + 2)
20 +1
(x+2)(xz—3)

Alex Aro & Oscar Santander viré



\ﬂ“DI PERO

—_— Capitulo 3. Numeros reales

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

3.6. Plano cartesiano

El plano cartesiano, es un plano dividido en cuatro partes por dos ejes perpendicu-
lares como puede ver en la figura 3.1.

Figura 3.1: Plano cartesiano

5

EjeY

Y

S

-4 -3 -2 -1 0 1 2

El conjunto R2, es identificado con el plano cartesiano debido a que cada par or-
denado de R?, es representado con un solo punto en el plano cartesiano. Por ejemplo
el par ordenado (3,2) es representado por P, en el plano cartesiano como puede verse
en la figura 3.1 y es ubicado desplazando 3 unidades a la derecha desde el origen y
luego 2 unidades hacia arriba. Los subconjuntos de R?, se esbozan en el plano carte-
siano, dichos subconjuntos son llamados graficos de ecuaciones de dos variables o una
variable. Generalmente, los graficos de ecuaciones se dibujan tabulando valores y luego
deslizando con un lapicero sobre puntos tabulados en el plano cartesiano.

Considere la ecuacién de dos variables:

E(z,y) =0, (3.32)

donde z y y son variables. Entonces la grafica de la ecuacién E(x,y) = 0, queda definida
por:

{(z,y) : E(z,y) = 0}. (3.33)
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Figura 3.2: Grafica de la ecuacién E(z,y) = 0.

E(l’,y) =0

Ejemplo 3.6.1

Graéfica la ecuacion
20—y —10=0 (3.34)

Solucién. Despejando la variable y en la ecuacién se tiene
y=2x—10 (3.35)

Ahora, tabulemos los valores en la siguiente tabla:

x| y=2x—10 (x,y)
3 [y=2(-3)—10=-16] (-3,16)

2| y=2(-2)—10=—14 | (-2, —14)
—1|y=2(-1)—10=-12 | (-1,-12)
0|y=20)—10=-10 | (0,—10)
1|y=2(1)—10= -8 (1, -8)
2| y=2(2)—10=— (2, —6)
3|y=203)—10=—1 (3, —4)
4|y=2(4)—10=— (4, —2)
5|y=2(5)—10=0 (5,0)
6| y=2(6)—10=2 (6,2)
7y=2(7)—10 = (7,4)

Tabla 3.1: Puntos tabulados.

Hay infinitos puntos (z,y), que satisfacen la ecuacién (3.34), dibujamos los puntos
tabulados en el plano cartesiano y luego unimos los puntos deslizando el lapicero
sobre ellos para asi, obtener una recta como se ve la figura 3.3.
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Figura 3.3: Grafica de la ecuacién y = 2z — 10.

y =2z —10

X

-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Ejemplo 3.6.2

Grafica la ecuacion

y+lz|—1=0

Solucion. Despejamos la variable y en la ecuacion:

y+lz|—1=0<=y=—|z|+1

Tabulamos los valores de = e y:

z|y=—|z[+1 (z,y)
—4]y=—| -4 +1=-3 | (-4 -3
3 |y=-3-3+1=-2](-3,-2)
2| y=—|-2[+1=-1 | (-2,-1)
—1|y=—|-1]41=0 (—1,0)
0|y=—0]+1=1 (0,1)
1] y=—[1]+1=0 (1,0)
2 y=—|2|+1=-1 (2, -1)
3ly=—|3+1=—-2 (3, -2)
4| y=—4+1=-3 (4, —3)

Tabla 3.2: Puntos tabulados.

El grafico es simétrica con respecto a eje Y:

(3.36)

(3.37)
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Figura 3.4: Grafica de la ecuacién y = —|z| + 1.

3.7. Simetria de graficos

Simetria:

S1) Simetria con respecto al eje X. El grifico de la ecuaciéon E(x,y) = 0, es
simétrico con eje X si:

E(z,y) =0= E(z,—y) =0 (3.38)

Figura 3.5: Grafica de la ecuacién E(z,y) = 0.

E(?e,y) =

S2) Simetria con respecto al eje Y. El grafico de la ecuaciéon E(z,y) = 0, es
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simétrico con eje Y si:

E(z,y) =0= E(-z,y) =0 (3.39)

Figura 3.6: Gréfica de la ecuacion E(z,y) =
0.

S3) Simetria con respecto al origen. El grafico de la ecuacién es simétrico con
el origen si:

E(z,y) =0= E(—z,—y) =0 (3.40)

Figura 3.7: Grafica de la ecuacién E(z,y) = 0.
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Ejemplo 3.7.1

Pruebe la simetria de la ecuacién y = x* + 1 y trace la grafica.
Solucién. Como

y=2’+l<=y—2*-1=0
entonces considere la ecuacién E(z,y) = 0, donde E(x,y) =y — 2> — 1.
1. E(z,y)=y—2*—-1=0= E(z,—y)=—-y—2*—1= -2
2. E(z,y)=y—2*-1=0= E(-z,y)=y—(—2)?—1=y—2>—-1=0

3. B(x,y)=y—2>-1=0= E(—x,—y)=—y—(—2)’—-1=—-y—2>—1=
—2y

El (—z,y) satisface la definicion de simetria en la ecuacién. Por lo tanto, la
ecuacion y = 2% + 1, es simétrica con eje Y. Ahora, tabulamos

rz|ly=22+1 (x,y)
0ly=0"+1=1 | (0,1)
lly=1+1=2 | (1,2
2|y=22+1=5 | (2,5)
3ly=3*"+1=10] (3,10)
4|y=42+1=17] (4,17)

Tabla 3.3: Puntos tabulados.

Se traza el grafico del lado derecho de la figura 3.8 y como es simétrica sobre eje
Y, se dibuja el lado izquierda formando una parabola.

Figura 3.8: Grafica de la ecuacién y =

x?+ 1.

(—3,10) 7 (3,10)

N WA OO N ©
P A
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Ejemplo 3.7.2

Verifique la simetria de la ecuacién x = y? — 2, dibuje la gréfica.

Solucioén.

La otra forma para verificar la simetria es reemplazar a la ecuacion —y en vez de
y v mantener la variable x:

z=(-y)-2=y"-2

se observa que se obtiene la misma ecuacion dada en el ejemplo, por lo que el
grafico es simétrico con eje X.

5= =% (z,y)
z=02—2=—2](=2,0)
z=12-2=—-1|(-1

z=22-2=2 | (2
z=32-2=7 | (1,
z=42-2=14 | (14,4)

=W N~ Ol

Tabla 3.4: Puntos tabulados.

A partir del grafico de color azul se dibuja el de color rojo ya que es simétrica
con respecto al eje X.

Figura 3.9: Grafica de la ecuacién x = y* — 2.

(14,4)

7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

i
|
| | -
IS N N IS o
. ) ) . |
=
o4
w
~
o
o

Ejemplo 3.7.3

Verifique simetria de la ecuacién y = x° — 102® y trace su gréfica.
Solucion.
Para verificar simetria con respecto al origen reemplacemos x por —x y y por —y
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en la ecuacion:

z | y=x°—10z3 (z,y)

0]y=0—10(00° =0 ©0,0)

1| y=15—10(1)* = —9 (1, -9)
1.8 |y= 1.8° — 10(1.8)3 = —39.42 | (1.8,-39.42)

2 | y=25—10(2)° = —48 (2, —48)
2.5 | y = 2.5 — 10(2.5)% = —58.59 | (2.5, —58.59)

3| y=3—10(3)* = —27 (3, —27)
3.2 | y=3.2°—10(3.2)° = 7.86 (3.2,7.86)

Tabla 3.5: Puntos tabulados.

60

(~1.8,39.6) ,, |

20 -

Figura 3.10: Grafica de la ecuacién y = 2° — 1023,

3

-20 1

-40 -

-60 -

(1.8,-39.6)
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3.8. Ejercicios propuestos

Tarea para casa:

£31. Demostrar:

£52. Demuestre que si zyz # 0 entonces

£33, Demostrar:

a) (z+y)(z+w)=zz+ 2w+ yz +yw
b) (z—y)(z —w) = (xz + yw) — (zw + y2)

TWU + ZYv + ywu
= Jw , para todo z,y, 2z, w,u,v €

Tz
#£34. Demostrar que: ~ + — +
w

u
y v
R, cony #0, w# 0y v #0.

#£35. Pruebe que: ‘Z

= , con yzuswv # 0.

&

"w  zwut
t YZUS
S

v
#36. Para todos z,y, z,w € R, demuestre que:
(z—w)=(z+2) - (y+w)
(y—2)+(z—w)=z—w
(z—w)=(z+w)—(y+2)

a) (z—vy
b) (z—y
¢ -y

)+
)+
) =
)

SH

(

(

(z —y)(z —w) = (vz + yw) — (zw + yz)
r—y=z—wsiysdlosiz+w=z2+y
(

(

(8]

f
9

)
)
)
)
)
) (z—y)z=x2z—yz

) (x —y+ 2)w = 2w — yw + 2w

£97. Sean z,y € R. Pruebe que:si z < y < z, entonces = .

#58. Pruebe que:
<= zr>1

#39. Pruebe las siguientes afirmaciones:

a) ©#0 = 2?>0
b) z,z>0A Ny eRazy=2=—=y>0

c) x<yNz<w=z+z<y+w
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d) 0<z<yN0<z<w=— zz<yw

#910. Para todos z,y, z > 0, demuestre las siguientes desigualdades:

Z
a) y—+—+—y>(ﬂc+y+z)
Z )
2 2 2 9
- - >
y+z z+zx T+Y r+y—+z
1 1 1 1 1 1

c)f—i- + \/_ \/_ T

b)

#911. Demuestre que:
w2+y2+z2 > xy + 22+ Yz,

para todo x, y y 2.
#912. Demuestre que:

(#* =) > (@® =) (" — ') y

(2 + %) (=" +y*)

AVARAY)
5,
+
<
w

para todo x e y.

#313. Demuestre que si z, Yy z,w son positivos (y z y w son racionales), entonces

(I’Z o yz)<xw o yw) ZO y
l,z-l—w + yz+w Z xzyw + :L,wyz‘

#914. Demostrar que: (z")~' = 27", para todo z # 0. Considere la definicién
" =x.x.x...x,conn € N.
—_—

n veces

#915. Pruebe que:

a) =™ z" -z
b) [(xn)m]l xnml
¢) (x-y-2)"=am- -y 2"
d) T ) _ "y

Zw 2w

#316. Verifique la veracidad o la falsedad de cada una de las proposiciones si-
guientes. Justifique su respuesta.

S
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—X X
o) 2=_2
-y Y
a8 =
) = =y+1
X
xr . z xr—Z
g9) —+—=
y w o ytw

(=1)>" + (=1)** =0, Vn € Z.

xzy_3z23

a)

x12y—4222

#517. Simplificar las siguientes expresiones:

) (o) (Yodam) (oo )’ (Y )

#918. Racionalizar los numeradores de las siguientes expresiones:
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a) V9 — 7
V5 — 2
V2+/5
L

C) 3 .7;2

0 Y1141
12v/121
) 2—J4+vVr+1
‘ 4—x+1
—2V21% + 2+ Vat + 222 + 1+ V4

b)

/) x?2—2x+1
#919. Racionalizar los denominadores de las siguientes expresiones:
1
a) ————
VT —+/11
4
b)) ———
VI+5

24
c) ﬁ
1
3—V3++vh- V15
Vb —5
) R VO + )
1— /11
h 1+ /11
VI +4—+/z+2
Vr+4+vVr+2

d)

9)

h)

1 1
+
Va2 4+8—-2 xr+27-3
1 1
+
1+ 24+ 4 9+ 6+ 74

#320. Demuestre que si los valores i, o, ..., %, son todos no negativos y si
A1, Aa, ..., A, son enteros positivos entonces

i)

)\1I1+/\2$2+...+/\n$n
A+t A,

1
A A oo X
< (mi“x? . x;\L") LAzt An

Consecuentemente, si rq, 7o, . . ., T, son fracciones propias que satisfacen r; +
) ) Y )
r9+ ...+ 17, = 1 entonces

&1+ Trexe + ...+ Ty > 2T ... T

Tn
n

Alex Aro & Oscar Santander 89



WUPLPER;

> —

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIAY TECNOLOGIA

Capitulo 3. Numeros reales

#521. Sean z y y reales positivos. Pruebe que:
Pl >y 1+ yvae? + 1
o (#2230 . (23)2 . ()2
£922. Simplificar: @02 - (27 - (210) 3 4@
S\ 2\ fay\10 2\ (27!
£523. Simplificar: <2> : () : (y) (zyz)® + <2> : ()
T Y Z Y Yy
£324. Pruebe que el niimero \/5, es irracional.
£925. Pruebe que V2 + /5, es irracional.
#326. Sean z,y € R, con z < y. Demuestre que existe un némero irracional z tal
que x < z < y. Concluya que, no existe el menor niimero irracional positivo.
4527, Factorizar las siguientes expresiones:
a) 2% — 23 +x — 2
b) 23— 622 —x+ 30
c) ¥ —4x> + 1+ 6
d) xt — 323 + 222 + 24z
e) x° + 17z* + 6523 + 5522 — 662 — 72
f) z* — 523 — 152% + 5z + 14
g) 6z* 4 2523 + 272 — 4
h) 24x°y821% — 14423y528 + 48x2y" 24
i) 27z 5y?272 + 8l 3y?23 — 27x 2y =223
]) —3/2 —|—3.T_5/2 881'_7/2
k) z%7 +102%7 — 39275/7
1) 3x2(2x +1)7%/8 — 7(2x + 1)%/8 + 2(2x + 1)73/8
#5328, Verificar simetria y graficar las siguientes ecuaciones:
a) —xt+22+y*=3
b) y=a°—x
c) y=xt— 222
d) y*=y' -3z
e) y=xz —2°—=x
P (z—72+y2 =25

90
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Ecuaciones e inecuaciones

En el capitulo, el estudiante debe ser capaz de resolver cualquier ejercicio relacionado
a ecuaciones e inecuaciones de una sola variable. La teoria del capitulo estda basada en
los libros [4, 5, 206].

4.1. Ecuaciones lineales

Definicion 4.1.1

Una ecuacion lineal, esta dada por:

Az +B=0,A#0 (4.1)

Ejemplo 4.1.1

Resolver: 3z — 8 =7
Solucion.

3t —8=T7T<= 3z —8)+8=7+38
0

= 3z + ((=8y*8) =15

<—3x+0=15

<~ 3r =15
15
T = ?
=95
Por lo tanto,
CS = {5}

Ejemplo 4.1.2

Resolver: bx +8 = 15 + bx
Solucion.
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bt +8 =15+ 5t <= 8 =15 (Falso)

Por consiguiente,

CS={}
Ejemplo 4.1.3
Resolver: 1 1 92 1
3 |1+ 500 -] =go -5 -
Solucion.
1 1 2 1
1+ Z — )| = ===
5 [ + 2(3x )] 3x 4
1 1 2 1
48z -2 =2s—=
S+ 4(33: ) 3771
b
4 37 4
3 2 __1
43Ty
Oap — B _1
12 4
12
T
r=-3
Por lo tanto,
CS ={-3}
Ejemplo 4.1.4
Resolver:
(z+4)(@—3) = (z—T)(@+5)+3 (43)
Solucion.
(x+4)(z—-3)=(x—-T)(x+5)+3
2 tr—12=2%—20-35+3
r—12= -2 —32
3rx = —-20
o
3
Consecuentemente, 20
S ={-3} (44)
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Ejemplo 4.1.5

Resolver:
z—1 :1_ xr—3 (4.5)
dr+4 8 6x+6
Solucion.
r—1 1 x-3
dr+4 8 6z+6
r—1  3(+1)—4(x—3)
A(z4+1) 24 (z+1)
r—1 3x+3—4x+12
— = 5 ,x # —1
/ o
6(r—1)=—-x+15
6xr —6=—x+ 15
Tr =21
r=3
Por consiguiente,
CS = {3} (4.6)

Ejemplo 4.1.6

Rodrigo tiene 12,000 ddélares para invertir. Si invierte una parte al 10 % y el resto
al 15%, jqué cantidad debe invertir a cada tipo para obtener 12 % sobre el total
invertido?

Solucion.

Sean

x =cantidad invertida a 10 %
12,000 — x =cantidad invertida a 15 %

El total invertido se obtiene de 12 % de 12,000 dolares entonces

0.1z + 0.15(12,000 — z) = 0.12(12,000) = —0.052 = —0.03(12, 000)
3(12,000)

5
— 2 = 7200

Por Io tanto, invierte 7200 al 10 % y 4800 al 15 %.

Ejemplo 4.1.7

Una empresa de refinacién de trigo produce gluten para alimento de ganado, con
un costo variable de S/102 por tonelada. Si los costos fijos son S/120,000 al mes
y el alimento se vende a S/134 la tonelada, ;cudntas toneladas deben venderse al
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mes para que la compania obtenga una utilidad mensual de S/560,0007
Solucion.

Sea x cantidad de toneladas vendidas al mes. Entonces el costo variable es 102x
y ingreso total es 134x. Como

Utilidad = Ingreso total — Costo total
entonces el modelo del problema es:

1342 — (102x + 120, 000) = 560, 000 (4.7)
Resolviendo se obtiene:

134z — (1022 + 120, 000) = 560, 000
32z = 560,000 + 120, 000

. 680, 000
32
x = 21,250

4.2. Ecuaciones cuadraticas

Definicion 4.2.1

Una ecuacion cuadratica, es de la forma:

[ Az + Bz +C=0,A#0 (4.8)

Teorema 4.2.1

1. Vx e R, Vy >0,
=y =4y (4.9)

2 =y (z=yVz=—y)

Ejemplo 4.2.1

Resolver: (2z — 12)* = 4
Solucion. Aplicando el teorema 4.2.1,

(20— 122 =4 =22 —12=+V4
= 2 — 12 =42
1242
== ———
2
<< r=T7TVxr=5

Por lo tanto,

cs = {5,7}

©
=~

Alex Aro & Oscar Santander



\\'\UDI PEkti

Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones = ==
N oo

Ejemplo 4.2.2

Resolver: (z — 3)? = —18

Solucion.

El conjunto solucién en los reales es (), ya que el cuadrado de un niimero nunca
es negativo.

Ejemplo 4.2.3

Resolver: (2z — 4)? = (3x — 6)?
Solucién. Aplicando el teorema 4.2.1,

(22 -4 =Bx—-6) <= [22—4=3x -6V 2z —4=—(3z — 6)]
< r=2Vzr=2

Por consiguiente,

Cs = {2}

Ecuaciéon cuadratica:

La ecuacién

Az*+ Bx+C =0,A#0 (4.10)

es una ecuacioén cuadratica.
Completando cuadrado:

B C
Az’ + Bz +C=0= Alz* + =z +—] =0

A A
B, B C
— et — et gl =0

2A 142
B _ B*-44C
—Ttog T 24
 —B+VBI—1AC

T

2A

El valor A\ = B? — 4AC, es llamado discriminante. Tenemos los siguientes casos:

1. Si A > 0 entonces la ecuacién 4.10, tiene conjunto solucién real

—-B+,/A -B- /A
{ = — } (4.11)

2. Si A =0, entonces el conjunto solucién real de la ecuacién (4.10) es
{21)
2A
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3. Si A <0, entonces — A\ >0y

—Bx\/-(-A) -Bxi/-A @.12)

Tr = =S

2A 2A

El conjunto solucién compleja de la ecuacién (4.10) es

(7275 1o 1B)

)

Ejemplo 4.2.4

| \.

Resolver:
422 — 122 +7=0

Solucion.
Como A=4, B=—12 y C =T entonces

A = (-12)* —4(4)(7) =32 >0

Luego
12432 3+2
xr = frg
2(4) 2
Conjunto solucion:
3—-V2 3+V2
2 72
Ejemplo 4.2.5
Resolver:
202 — 7z +11=0
Solucion.

Como A =2, B= -7y C =11 entonces
A\ = (=7 =42)(11) = -39 <0

Luego

CTEV=30 71439
22 4

X

Conjunto solucion:

7—iv39 7+ iv/39
4 4

Ejemplo 4.2.6

Resolver:

=972 = —20 (4.13)

©
=
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Solucion.
Considere uw = x~
obtiene,

2 entonces u?> = x=* y se tiene u* — 9u + 20 = 0 y luego se

uw? —u+20=0 <= (u—4)(u—5)=0
< u=4Vu=>5

Como =2 =4 0272 =5 tenemos ' = +2 o0 = = /5. Por lo tanto,

11 1 1
CS — {_éa 57 __57 _5}

4.3. Inecuaciones lineales

Inecuaciones:

Las inecuaciones lineales tienen la forma:

Lyi(z) :Az+ B > 0, A # 0;
Ly(z) :Az+ B < 0, A # 0;
Ls(z) :Az+ B > 0, A # 0;
(z)

Ly(z) ‘Az + B <0,A#0.

Ejemplo 4.3.1

Encontrar conjunto solucion de la siguiente inecuacién lineal:
3z —7< -2z + 28 (4.18)

Solucién.

3r —7< 20 +28<=3x+2xr<28+7
<= Hr < 35
< ax <7

Por lo tanto,

CS = (—o0, 7)

Ejemplo 4.3.2

Resolver:
3z—1)+5>x+2B3x—7) (4.19)
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Solucion.

3(z—1)+5>22+23zx—-7)
3r—34+5>zx+6x—14
3r+2>7r—14
—4x > —16
4r <16
r <4

Por lo tanto,
CS = (—0o0, 4]

Ejemplo 4.3.3

Determinar soluciones enteras de la inecuacion:

3r—5 3 1
5 < 1(3 —z) < 1(12 —21) (4.20)

Solucion. Aplicando| X <Y <Z <<= X <Y AY <Z

3r—5 3 1 3r—5 3 3 1
> <Z(3—x)<1(12—2x)<:> 5 <Z(3—x)AZ(3—x)<Z(12—2x)

—23x-5)<3B3-—2)AN33B3—-z)<12-2z
— 6 —-10<9—-32xN9 -3z <12—-2x

<= 6r+3r <9+ 10N -3z +2xr<12—-9
<= <I9N - <3

19
<:>x<§/\a:>—3
19

<:>—3<$<§

Por lo tanto,
CSEnteras = {—2, _1a 07 17 2}

4.4. Inecuaciones cuadraticas

Inecuaciones:

Las inecuaciones cuadraticas tienen la forma:

Q:1(x) :A2® + Bz +C > 0,A # 0; (4.21)
Q2(x) :Ax* + Bz + C < 0,A # 0; (4.22)
Qs(x) :Ar* + Bt +C >0, A # 0; (4.23)
Qu(z) :A2®* + Bz +C < 0,A #0. (4.24)
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Ejemplo 4.4.1

Resolver: 2% — 6x — 72 < 0.
Solucién.

XY 0= [(X>0AY <0)V(X <OAY >0)]

2 —62—-T2<0<= (z—12)(z+6) <0

— (x—12>20N2z+6<0)V(x—12<0Az+6>0)
— (x>12ANx<—-6)V(r<12Ax > —6)

<~ <12ANzx > -6

<~

—6< <12
CS = [—6,12]

Ejemplo 4.4.2

Resolver: 2> + 8z — 33 > 0
Solucién.

1°+ 82 -33>0<= (2 +8r+4%) —4*-33>0

(
— (r+4)2*-4*-33>0
< (r+4)*—-49>0
< (z+4)* > 49

(VY > 0)[X2>Y < (X > VY VX < —VY)]

(x+4)>>49 <= z+4>V49Vz +4 < —/49
<~ rx+4>TVr+4< -7
<~ xr>3Ver<-—-11

Por lo tanto,
CS = (—o0,—11) U (3, +00)

Ejemplo 4.4.3

Resolver: 2 + 2z — 63 < 0
Solucion.

2 +2r—63<0<= (z2+9(z—7)<0
Determinemos los puntos criticos:

z2+9=0—2z=-9
r—7=0=—2z=7
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Figura 4.1: Puntos criticos
+ H +
—0 _g 7 oo
Conjunto solucion:
CS=(-9,7)

Ejemplo 4.4.4

Resolver:
42> —6vVx2 +2+3+42 =6 (4.25)

Solucioén.

42 —6Vr? + 2+ 3+4dr =6 <= 4(z°+2+3) - 12— 6V2> + 2+ 3 =6
= 4(®+2+3) -6V +a+3=18
=20’ +2+3) -3tz +3=09

Sustituyendo o = Vi +x + 3 cona > 0, obtenemos
20> —3a—9=0<+<= (2a+3)(a—3) =0
—20+3=0Va—-3=0

3
<:>Ot=—§\/Oé=3

Como «a > 0, se obtiene un solo caso a = 3 y luego

Vil+z+3=a=3<=2+z+3=9
—=1’+r-6=0
— (z+3)(z—2)=0
< r=-3Vr=2

Por lo tanto,

CS = {-3,2}
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4.5. Inecuaciones racionales

Inecuaciones:

Las inecuaciones racionales tienen la forma:

> 0, (4.26)

<0, (4.27)

>0, (4.28)

<0, (4.29)

donde P(z) y Q(x), polinomios no nulos con coeficientes reales.

Ejemplo 4.5.1

Resolver:

3r—5
> 2 4.30
7 2 (4.30)
Solucion.
3x—522(:>3x—5_220
rz—7 Tz —7
(:>3x—5—2(x—7) >0
r—17
z+9
>0
r—"T7 "

Calculemos los puntos criticos:

grl=ll=5==9
x —7=0= x = T7(No se considera)

CS = (—00, —9] U (7, +00)

Ejemplo 4.5.2

Resolver:
(4]) + 2)2222(1.2 + 1)313(21, - 8)9197

(CC L 1)2222(2.’E + 5)13331

<0 (4.31)
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Solucion.
Primera forma: Como x> + 1 > 0 tenemos
(4.’E + 2)2222(.'172 + 1)313(2.’E _ 8)9197 20 — 8
<0 <= <0AN4 240N 140
(z + 1)2222(2g + 5)13331 2 +5 r+2# r+1#
2r — 8

1
_Z -1
5 5<0/\x7é 2/\x7«fé

1
ﬁ)xe(—g,@/\x#—ﬁ/\x%—l
5) 1
= re(—2.4)—{—= 1

o€ (~0,4) — {~5,-1)

Segunda forma:
Aplicando regla de signo:

Figura 4.2: Regla de signo

5 1
2 -1 3 4
= ? ° 9 ? o0
- | | | I '
(4o +2)72 + 0+ 0t + P+
_(2_33_8)_9197_ ...... :._!._._.__._._I._.:._.I_._._.__._._._!._._.—i__ ........
| | | I
(a + 1) + 0+ o+ + L+
(21+5)13331 o : _|_ : _|_ : _|_ : _I_
(l‘2+1)313 _|_ _i _|_ -l— _|_ i- _|_ T _|_
(435+2)2222(12:1_)51?(.2;;_23.);9.7_._;;._:._._.__._.JI.._.:._.;_._._.__ ..... .:.._._._; .......
R S Y S

Como la expresion izquierda de la inecuacién (4.31) es menor que cero, entonces
la solucién de la inecuacion sera todas las partes negativas del tltimo casillero de

la figura 4.2, excepto los valores x = —E,x =4r=—-1lyx= —5 es decir,

CS=(~3,4) - {-1,~7)

Ejemplo 4.5.3

Resolver:
(a:2 — 2x + 4)5(1 — a:)355(x + 2)888 . 439
(2x + 1)1 (x + 4)13226 - @22
Solucion.
Primera forma:
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Como 12 — 2x +4 = (z — 1)?> + 3 > 0 entonces

2_2 451_ 355 2888 1—
(z r+4)°(1 — 2)%5(x + 2) >0 s x > 0Ve——2
(2z + 1)1 (z + 4)132%6 2z +1)(z + 4)2%

r—1

2z +1)(z+4)
7 € (—00,—4) U {—2} U (—%,0) U (0, 1]

<O0Az#0|Vae=-2

Segunda forma:

Figura 4.3: Regla de signo

—4 -2 —% 0 1

o0, ¢ * 1% ? * oo

< | T 1 I 1 ”
(1-2)™ +i + i + 0+ 0 + 0 -

W N M N M N M R W N M R W W M e W M e e T --------------- e — o .
S
2z + )™M —: — : — : -+ : + : +
X TN A A
+ 0+ i+ L+t
@-2w+00-2P@+2™ L 1 1 1 R R

@+ @t S S S S S

Los valores positivos conjuntamente con puntos sombreados de color rojo en la
figura 4.3, son soluciones de la inecuacion dada ya que, es mayor o igual que 0,
es decir,

CS = (00, —4) U (—%,0> U (0,1]U {~2}

4.6. Ecuaciones con radicales

Ecuaciones:

Las ecuaciones radicales tiene la forma:
W(z) 1/Q(z) = P(x), (4.33)

donde P(z) y Q(x), son polinomios con coeficientes reales o otras expresiones.
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Teorema 4.6.1

Q(z) = P(z) <= Q(z) > 0A (P(z) > 0AQ(z) = P(x)? (4.34)

Demostraciéon. Ejercicio.

Ejemplo 4.6.1

Resolver:
Vb+zr—22=2-3 (4.35)

Solucion.
Usando el Teorema 4.6.1,

VE+zrz—22=2-3<=64+2—-22>0A(z—3>0A6+z—2%=(z—3)?
— 22— —6<0Az>3AN6+z—22=22—62+9
= (r+2)(z—3)<0Az>3A22°-Tz+3=0
= ze[-2,3| Az e€[3,+o0) A2z —1)(z—3)=0

<:>x€([—2,3]0[3,+oo>)/\(x:%\/x:i%)
<:>x€{3}/\x€{%,3}
<:>x€{3}ﬂ{%,3}:{3}

Por consiguiente,

S = {3}

Ejemplo 4.6.2

Resolver:

Ve +6++vr=v12z+3 (4.36)

Solucion.
Encontremos el conjunto universal:

r+6>0=2>-6=—U; =[—6,+00)
z>0= Uy =1[0,+00)
1 1
12x+320:>;(;2_1:(]3:[_17+00>

De donde,

1
U= U1 N Ug N U3 = [—6, +OO> N [O,+OO> M [—Z,+OO> = [O,+OO>
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(Vz +6+x)* = (V122 + 3)°
T+6+2vVr+6yT+1=122+3

1 —
6T = 03:2 3

10z — 3
V(T4 6)z = x2 >0

10x_3>0=>a:>i:>376[i +00)
2 - — 10 10’

FElevando al cuadrado:

Luego,

102 — 3)2
2
(x +6)x = }1(100952 — 602 + 9)
4(x* + 62) = 1002 — 60z + 9
42 + 242 = 1002 — 60z + 9
0= 9622 — 84x + 9

(Jw+6)2) = (

1 3
0:(24x_3)(4$_3):>ng\/£:é_1

Como E ¢

3 [1—0, +00) entonces

cs= {2}

Ejemplo 4.6.3

Resolver:
Vbz — 17T+ 232 — 9 = vz + 23
Solucion.
1
5r — 17> 0=z > 37

3r—9>20=2x2>3

r+23>0=— 2z > —23
Luego,

17 17
U= [3, +00) N [3, +00) N [—23, +00) = [g, +00)

Elevando al cuadrado ambos lado tenemos
(vbz — 17 +2v/3x — 9)? = (vVr + 23)?
5 — 17+ 4v/5x — 17v/3x — 9+ 4(3x — 9) = z + 23
4,/(5¢ — 17)(3z — 9) = —16z + 76
V(52 —17)(3z — 9) = —dz + 19

(4.37)
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Como —4x + 19 > 0 resulta que x < 7T = 4.75. Por otro lado,

(52 — 17)(3z — 9) = (—4x + 19)?
1522 — 45z — 51z + 153 = 1622 — 152z + 261
—2% + 562 — 208 = 0
2% — 562 + 208 =0
(x—=52)(z—4)=0=ax=52Ver=4

Siendo 52 > 4.75, concluimos que CS = {4}.

4.7. Inecuaciones con radicales

Inecuaciones:

Las inecuaciones radicales tiene la forma:

Wi(z) 4/Q(x) = P(x), (4.38)
Wa(w) /Q(x) < P(a), (4.39)
Ws(z) +1/Q(z) < P(z), (4.40)
Wa(z) \/Q(z) > P(x), (4.41)

donde P(z) y Q(x), son polinomios con coeficientes reales o otras expresiones.

Teorema 4.7.1

VQ(@) > P(z) < Q(z) > 0A [P(z) <0V (P(z) > 0AQ(z) > P(z)?)]  (4.42)
V@) > P(z) < Q(z) > 0 A [P(z) <OV (P(z) > 0AQ(z) > P(x)?)]  (4.43)
VQ() < P(z) < Q(z) > 0A[P(z) > 0 A Q(z) < P(x)?] (4.44)
VQ(@) < P(@) <= Qz) 2 0A [P(z) 2 0A Q(x) < P(a)?] (4.45)

Demostraciéon. Queda como ejercicio.

Ejemplo 4.7.1

Resolver:

Va2 —2x—99 >z —1 (4.46)
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Solucion.

V2 =22 —-99> 2 —-1+=2>-20—-99>0A[z—1<0V(z—1>0
Az —22—99> (z — 1)
—x+99(x—-11)>0A[z<1V(z>1A=-99 > 1)]
<~z € ({(—o0, -9 U [11, +00)) N (—o0, 1)
<z € (—00, 9]

Por lo tanto,

CS = (—o0, —9]
Ejemplo 4.7.2
Resolver:
Va2 —br+4<2zx—11 (4.47)
Solucién.
Va2 —br+4 <27 — 11 <=2’>-52+4 > 0A[2z2—11 > 0Az* -5z +4 < (22 — 11)?]
11
—x—-1)(z—4) >0 Az > 7A()§:>>g;2—39x+117
11 13, 13
—@x—-1)(z—4)>0Az> 5 A3 (x—?)Q—Z >0
11
ez € ((—00,1] U [4, +00)) N [5, o0
13 ++/13 13 — /13
Mo BEVI BB VIS,
11 13— V13, 13 ++/13
=z € [?,+oo> Az € (—00, 2\/_] U | +2\/_, +00)
13 ++/13
—ze [+T,+oo)
Por consiguiente,
13 ++/13
CS = [+T\/_,+oo>

4.8. Valor absoluto e inecuaciones

Definicion 4.8.1

|z|, denota valor absoluto de un niimero real x, es definida por

[ 2| = méx{z, —z} ] (4.48)
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Teorema 4.8.1

T six >0,
21 = { —x  siz <O0. (4.49)
Demostracion.
r>0=2>0=—-0>—2= |z| =mix{zr, 2} =2
r<0= —2>0>zr = |z| =mix{z,—2} = —2x

Teorema 4.8.2

Para todo x € R,
1. |z| > 0;
2 |z|=0<=2z=0.

Demostracion.
Usando Teorema 4.8.1,

r>0=|z|=2>0
r<0=|z|=—2>0=|2| >0

Por lo tanto, para todo x € R, vale |x| > 0.

(=) Supongamos que |x| = 0, y como |r| = méax{x,—x} entonces 0 =
méax{z, —z}. De ahi, 0 > z y —x < 0. De esto z = 0.

(<) Si x = 0 entonces |z| = max{0, —0} = 0.

Teorema 4.8.3

Para todo x € R,
|z|? = z°. (4.50)

Demostracion.
Aplicando el Teorema 4.8.1,

r>0= |z| =2 = |z|* = 2z = 2°

r< 0= |z|=—-1= |z|° = (—2)(—2) = 2°

Teorema 4.8.4

Para todo x € R,

Va? = |z (4.51)

Demostracion.
Aplicando el Teorema 4.8.3,

* = 2" = Va2 = /|22 = |2
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Teorema 4.8.5

Para todo x € R,
|| = |o] (4.52)

Demostracion.

| — 2| = max{—z, —(—2)} = max{—=z,x} = |z|

Teorema 4.8.6

1. Para todos =,y € R,
|zy| = [=[|y] (4.53)

2. Para todos z € R y y € R — {0},

2| _ el

) 4.54
yl 29
Demostracion.
1. Aplicando el Teorema 4.8.3,
(lzyl)* = (zy)* = 2°y* = |2[*|y|* = (l]ly])”
Por Io tanto, |xy| = |z||y|.
2. Usando el Teorema 4.8.4 y 4.8.3,
2
|- <~”v> B ol N |
y y y? yl> lyl
Teorema 4.8.7
Para todo x € R,
—|z| <z < | (4.55)
Demostracion.
|z| = max{z, —2z} = —z <|z| Az < |z| = —|z| <z < |7]
Teorema 4.8.8
z|=y<=[y=20A(z=yVz=—y) (4.56)

Demostracion.
Aplicando el Teorema 4.8.2, parte 1:

|z > 0=y >0
y=ltl=zr=yv-r=y

—r=yVr=—y
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Reciprocamente,

y>0A(z=yVe=-y)|l= (y20Az=y)V(y20Az=—y)

= |z| =y
Ejemplo 4.8.1

Resolver:
|3z —9| =2z —4 (4.57)

Solucién.
Usando el Teorema 4.8.8,
3z —9| =22 —4<=20—4>0AN[3x—9=22x—-4V3xr—9=—(2z —4)]
20 >4NBx—2r=—-44+9V3x—9=—-2x+4)
<z >2A(x=5Vbr=13)

13
=€ [2,+oo)/\(:5:5\/x:€)
13
= E2,400) AT € {5,3}
13
< x € [2,400) N {5, E}
13
<z € {5, 3}
(4.58)
Por lo tanto,
13
CS={5—}
5
| =yl = zrz=yVar=—y (4.59)

Demostracion.

2] = ly| <= laf* = |yl?
s 32 =
— (z—y)(z+y) =0
< zr—y=0Ver+y=0
< cr=yVr=-—y

Ejemplo 4.8.2

Resolver:

122 — 1| = |z — 3| (4.60)
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Solucion.

20 — 1| =]z —-3|<=2r—1=2x—-3V2x—1=—(x—3)
<~ 2r—zrz=-3+1V2xr—1=—-z+3
= r=-2V3x=4

4
4
<:>x€{—2,§}

Consecuentemente,

4
— 9 —
Cs ={-2,3}

Ejemplo 4.8.3

Resolver:
|z — 4| —z| =2+ 1 (4.61)

Solucion.

||x2—4|—a:|=x+1<:>x—|—120/\(|x2—4|—x:x+1v|x2—4]—x=—x—1
=z2-1A(]e" -4 =2+1V|* -4 =-1)
x> -1A|z>—4]=2z+1

I

Encontremos conjunto solucion de I:
|2 — 4| =2z +1<= 2 +1>0A(z* —4=22+1Vz*—4=-2z—1)
<:>x2—%/\(mz—Q:p—5:0Vx2+2x—3:())
(:HUE—%/\[(x—1)2—(\/6)220\/(:E+1)2—22:O]
{:)arz—%/\[(m—l—\/6)(37—1-|-\/6):0V(x—1)(x+3)20]
<:>x€[—%,—koo)/\me{l—l—\/é,l—\/é,l,—ii}
<:>x€[—%,+oo>ﬂ{1+\/6,1—\/6,1,—3}:{1+\/6,1}
— ze{l+6,1}
Consecuentemente,
|2 —4| —z| =2+ 1 <=z € [-1,+00) N {1 +v6,1} = {1 + 6,1}

Por lo tanto,

CS={1+6,1}
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Teorema 4.8.10

1.
2| <yAy>0<= —y<z<y (4.62)
2.
2| <yAy>0<= —y<z <y (4.63)
Demostracion.

1. (=) Por hipétesis |z| <y y como x < |x| entonces por transitiva v < y.

Por otro lado, —x < |—z| = |z| < y implica que —y < x. Consecuentemente,
—y<xr=Y.
(<=) Reciprocamente, si —y < x < y entonces —y < y, o sea, y > 0.
Ademas, la expresion —y < x < x equivale a —y <z yxz < y. Six >0
entonces |r| = x, de esto, |x| = v < y; en otro caso, x < 0 tenemos
|z| = —x < y. Estos casos prueban el reciproco.

2. Se demuestra de forma similar a 1.

Ejemplo 4.8.4

Resolver: 5
x_
<3 4.64
z+1 ( )
Solucion.
Aplicando el Teorema 4.8.10),
-2 -2
x <3<:>—3<x <3
z+1 z+1
-2 -2
— 3<IT2 T2 3
r+1 x+1
-9 =%
— T2 35 0nT "2 _3<0
z+1 r+1
—24+3 1 —-2-3 1
x +(m+)>0Ax @+-)<O
z+1 z+1
4 1 2 5
SR PN
x+1 r+1
1 5
<=z € (—oo,—1)U (—1,—1-00) Az € (—o0, —§> U (=1, +o0)

) 1
<=z € (—o0, —§> U <_Z’ +00)

Por lo tanto,
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1.
lz| >y<=ax>yVe<—y (4.65)
2.
|z >y <= ax>yVr<—y (4.66)
Demostracion.
1.

[zl 2y=z2yVv-z2>y
—r2yvVe< -y

Supongamos que x > y, resulta que |x| > x >y, esto es, |z| > y; six < —y
entonces —x > vy, de ahi, |x| > —x >y, esto es, |z| > y.

2. De forma similar al primer resultado se demuestra.

Teorema 4.8.12

Para todo x,y € R,

|z < y| <= 2® < ¢? (4.67)
Demostracion.
(=)
2| < |yl = |z” < |z||y| A lyllz] < |y)>
— 2? = |z < |y]? =4°
= 2% < y?
(=)

w* <yt = |al’ = |yI* <0
= (Jz] +[yD)(Jz] = lyl) <0
= [z] =yl <0
= |z < |y]

Ejemplo 4.8.5

Resolver:
|z =7 < |z — 2| (4.68)
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Solucion.

|t -7 <]z -2| < (z = 7)* < (z — 2)*
1’ 14r+49 < 2® — 4z +4
— —ldo 442 <4-49
<— —10x < —45

45 9
S>> —=o
=107 2
Por consiguiente,
9
CS = [z, 4+00)
2
Ejemplo 4.8.6
Resolver: . 1 —s 5
]:/E + 1] + ]22 + 2]
Solucién.

Encontremos los puntos criticos:
z—1=0=—=z=1
z+1=0=—=z2=-1
r+2=0=z=-2

Figura 4.4: Signos

1. En U; = (—o0,—2):

—(z—-1)—(z+1)+3(z+2)
—(z+1)—(x+2) - —r—1—-z-2
CE——l—G_QSO
=5 = &)
z+6+22z+3) <
—(2z +3) -
ox + 12 =
2r+3

—x+1—x—1+3x+6<

2

12 3
= 1 € (—o0, _E] U(—=

€81 = (—00,~2) 1 (=00, ~] U (—5,+00) ) = (~o0,~ ]

) 2’
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2. En Uy = [-2,—1):
—(1:—1)—(:1:+1)—3(x+2)§2{:)—x+1—x—1—3x—6§2
—(z+1)+xz+2 1
<— Hr—6<2
<= bdr+6> -2
<= br > —8
<:>:1c>—§
- 5
8
CS; =[-2,-1)N[—=,+00) = [_E’ -1)
3. EnU; =[-1,1):
—(x—1)+x+1—3(a;+2)§2<:>—x+1+:c+1—3x—6§2
z+1+x+2 20+ 3
—3x — 4
= —F —2<0
2¢+ 3 -
-3z —4—2(2
o, T3 (x—i—S)SO
20 + 3
—T7z — 10
— <0
20 +3
7a:—{—10>0
20+ 3
< 1 € (00 3> [E—i-oo)
) 2 77
3
€Sy = [-1,1)N ((—00, -5y U=, +00) ) = [
4. En Uy = [1, +00):
x—1+x+1—3(x+2)§2<:>—x—6 2 <0
r+1+2x42 2x 4+ 3
{:)—x—6—4:c—6 0
2+ 3 -
—bxr — 12
’ <0
2¢+ 3
5r + 12
20 +3 —
12 3
12 3
CS4 = [1, +00) (( 59, 5]U(—2,+oo>)—[1,+oo)
Por lo tanto,
12 8
CS:( o0, F]U[_ga 1>U[ 171> [17+OO>
12 8
= —7U_7
(~00,— ] UL, +o0)
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4.9. MaAaximo entero e inecuaciones

Definicion 4.9.1

El méximo entero de un niimero real z, es denotado por [z] y definido por

[ [z] := max{m € Z: m < x} (4.70)

El valor [z], es el maximo elemento del conjunto {m € Z : m < x}, o sea, el
entero méas cercano por la izquierda de x. Entonces [x] € {m € Z :m <z} y

[z] <z (4.71)

Ejemplo 4.9.1

Determinar [4.7], [3.8], [-3.7] ¥ [-8.5]-
Solucién.

[4.7] =méx{m € Z :m < 4.7} =4

[3.8] = mix{m € Z:m <38}=3
[-3.7] =méx{m € Z:m < -3.7} =—4
[—8.5] = méx{m € Z: m < —8.5} = -9

Teorema 4.9.1
1. [z] € Z,Vz € R
2 x€l<=z] ==

3 [zl =n<=neZAn<zr<n+1

Demostracion.

1. Por definicién [z]] € {m € Z : m <z} C Z, de ahi [z] € Z.

2. (=) Six € Z, entonces x < x. De esto, x € {m € Z : m < x} implica que

[z] = .

(<) Como [z] = x por definicién de maximo se tiene x = [z] € Z.

3. (=) Sea [z] = n. Entonces n € Z, ya que vale el item 1. Por otro lado,
usando (4.71) se obtiene n = [x] < z. Falta probar que x < n + 1, si fuese
x > n+ 1 entonces [x] # n. De donde, n < z < n + 1.
(<) Supongamos que [z] # n. Seam = [z], resulta que n+1 < m, esto es,
r<n+1<m=[z] <=z, aqui se uso la hipétesis. Aplicando la transitiva
a la desigualdad anterior se obtiene, x < x, esto es una contradiccién. Esto
demuestra, [z] = n.
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Ejemplo 4.9.2

Resolver:

[2x — 8] =8 (4.72)
Solucion.

[20 —8] =8<«=8<2xr—8<9
— 16 <2z < 17

17

<:)8§a:<7
17

<=>:ce[8,?)

Por lo tanto,

17
CS = [87 ?>
Ejemplo 4.9.3
Resolver:
[le —2| —2z] =1 (4.73)
Demostracion.

llt—2| -2z =1<=1<|z—-2| -2z <2
= 1<|z—-2|-2zA|z—2|-2x <2
=2 > 142N |z —2| <2+ 2x

I IT
En I:
lt—2|>14+2r<=z—-2>1+2xVr—-2<-1-2z
1
1 1
1
<:>a:€<—oo,§]
En II:

|zt —2| <2422 <=24+22>0N-2-2s<:—-2<2+2
<> -1N-2-"2x<rx—2Nxr—2<2+4+2
<—zx>—-1Nx>0ANx>—-4
<=z € [—1,400) N {0, 4+00) N (—4, +00) = (0, +00)
< z € (0,+00)
De donde,

llz — 2]~ 2] = 1 <= & € (=00, 3] N (0, +00) = {0, 3]

Por consiguiente,

1
CS = <07 g]
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Teorema 4.9.2

Para todo n € 7Z,

1 [z <n<=z<n

2 [z ESn<=z<n+l

3. [z >n<=z>n+1

4 [z] >n<=z>n
Demostracion.

1. (= )Sea [x] = m. Aplicando el Teorema 4.9.1: 3, se tiene
meZAm<z<m+1 (4.74)

Como m < n, resulta que m < n — 1 y usando la desigualdad (4.74), se
obtienex <m+1<n—1+1=n. Esto es, x <n.

(<) Supongamos que [z] > n. Tomando en cuenta la hipétesis x < n, se
obtiene [z] > n > x. Sin embargo, x > [z] implica [xz]] > n > z > [z], o
sea, [x] > [z], esto es una contradiccién. Por consiguiente, [z] < n.

2. (=) Supongamos que x > n+ 1, y por hipétesis [x] < n entonces n+1 >
[«] +1, de ahi, n+1 > [z] +1 > > n+1 de esto se obtienen+1 > n+1,
una contradiccion. Por lo tanto, x < n + 1.

(<) Como z < n+1y [z] <z, entonces [z] <n+1, o sea, [z] —1 <n.
De donde, [x] < n.

3. (=) Como [z] > n entonces [z] > n+ 1. Ademads, se sabe que x > [z] de
modo que x > [x] > n+ 1, es todo muestra x > n + 1.
(<) Supongamos que [z] < n. Entonces

[z] +1<n+1 (4.75)
Como = < [z] + 1 y usando la desigualdad (4.75), tenemos
r<[z]+1<n+1 (4.76)
Esto nos lleva obtener x < n + 1. Esto es un absurdo.
4. (=) Como [z] < z se obtiene
z>[z] >n (4.77)

por transitiva, T > n.
(<) Supongamos que [z] < n, de esto, [x] < n — 1. Usando x < [[z] + 1
obtenemos

[z] <z —1<[z]+1—-1=z], (4.78)

esto es un absurdo.
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Ejemplo 4.9.4

Resolver: | o+ 5
x— 2|+
—| >3 4.79
H |z — 1| ﬂ (4.79)
Solucién.
Aplicando el Teorema 4.9.2:3,
—2|+5 —2|+5
[[&]]>3<=>|x |+ >4 (4.80)
|z — 1| |z — 1|
Figura 4.5: Signos
1 2
< : : >
|$—2|_ — — + oo
e - +
1. Para Uy = (—o0,1):
|z —2|+5 >4 e —xr+2+5 > 4
|z — 1] —zx+1
— —z+7—4(—x+1) >0
—z+1
3
PN T+ 3 >0
—z+1
1
—’ i <0
r—1
<~z e[-1,1)
CS = (=00, 1) N[=1,1) = [-1,1) (4.81)
2. Para Uy = [1,2):
|:zc—2|+524 —x+2+5_420
|z — 1] z—1
—z+7—4(x—1) >0
r—1 -
—5 11
T+ >0
r—1
or — 11 <0
r—1 —
11
e (l,—]
5
11
CSy =[1,2) N (1, E] =(1,2) (4.82)
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3. Para Us = [2,400):
|z — 1] T —
r+3—4x+4
z—1 -
—3x+7 >0
r—1 =
3r—17 <0
x_
7
=z e (1, -]
3
7 7
Por lo tanto,
7 7
Cs = [_171> U <172> U [27 g] = [_171> U <17§] (484)

Ejemplo 4.9.5

Resolver: | 31
z—3—
_ —-2.5 4.85
[[ 7B ="7 ﬂ = ( )
Solucion.
Se tiene: | 31 | 31
x—3| — x—3|—
— —2.5 [[—]] < -3 4.86
[[ x—T7 ]] < — x—17 - ( )
Aplicando el Teorema 4.9.2:2, tenemos
|x—3|—1]] |z —3] -1
< —_— <=2 4.
[[ p— <3 <= p— < (4.87)

Figura 4.6: Signos
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1. En Uy = (—00,3):
-3 -1 —(r—-3)—1
&<_2<:>&+2<0
z—17 x—7
—x+3—1-|—2x—14<0
x—17 (4.88)
—12
T2
x_
— x € (7,12)
CS; = (—00,3)N(7,12) =0 (4.89)
2. En Uy = [3,400):
=gl 5 8L s p
z—17 z—7
r—4+2x—14
<0
x—17
3r — 18
T "o
T —
< x € (6,7)
CSy = [3, +00) N (6,7) = (6,7) (4.90)
Por lo tanto,
CS=CS;UCS, =0uU(6,7) = (6,7) (4.91)
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4.10. Ejercicios propuestos

Tarea para casa:

#51. Encontrar conjunto solucién de las siguientes ecuaciones:

2
(m—l) z—1
x—l_l T+ 8
Tr+7 4 28z +28
3 2—z 1
= +
z+4 224+3x—4 z-1
) 9 4 18
r—3 x—6 22—9z+18
1 1 1
m) + =

24+ —2 22422 x+2
n)

a) 2¢ — 7+ 3z —8x + 32 = -39

b) —x+3x—-32+89—2+3-3x=2+120—-20—3z
c) —T(z+4)—8+3x=2+8+3(z+4) — =z

d) t—Bx—8)+x—2+4r =12+ 2 — 36 + 160

e) 2(x+2)(x—1)=x+3

f) =5 =)z +3) = (z +5)(z - 2)

g ™4 +822-33=0

h) —6+7x—3 8=0

)

0 —63=0

7)

k)

T+ 2 xr 1
24+4r—-5 x+5 x—1

£52. Resolver:
r+a x-—0
+ =
r—a x+Db
b) 2(3ax —2) +a(x —2a+ 1)+ z(a —x+2) = 3a(x — 1) — z(z + a)
aa:—b_ axr
ar+b ar—0>

a

= 1

£33, Para qué valores de ), la ecuacién
Mz —1)+z(A=2)=2z(1—-N),
tiene solucion.
#34. Los valores p y ¢ satisfacen

3z + 11z —4 = (z +p)(gzx — 1).

Hallar p + q.
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#55. Considere la ecuacién cuadratica ax?+bx +c = 0, con raices a y b diferentes
de cero. Hallar a(a® + b) — b*(a + 1).

#36. El angulo que gira un eje giratorio en t segundos viene dado por 6 = wt +
%atQ. Determine el tiempo que se tarda en completar 8 radianes si w es
6.0rad/s y o es 0.80 rad/s>.

“57. Se cumple:

(x4 3)(z? — 4)*(2* — 4z + 4)

= az* + ba® d
(z+2) (@ +7—6) ar” + ox” + cx + d,

para x # —3,—2,2. Hallar a + b+ ¢ + d.

#38. Determina los valores de z v y que satisfacen simultdneamente las ecuacio-
nes 272 =4+5r—yyy=4-—uz.

#39. Sea la ecuacion az? + (b+ 1)z + ¢ = 0, con raices —2 y 3. Determine a + b.

£910. Si3x%+(m+n)z—m+5 = 0 tiene raices reciprocas y 612+ (2h—1)z+8 =0
tiene diferentes raices simétricas. Resuelve la ecuacion z2 + 6hx — 2m = 0.

#311. Al resolver 22 + 4z + i + 3 = 0, determine las partes imaginarias de las
soluciones.

#912. La poblacién de peces del lago Titicaca sube de acuerdo con la férmula:
P(t) = 5000(* + 4t + 21)

donde, P es el nimero de peces en el tiempo t y ¢ mide en anos desde el 1
de enero de 2020, cuando la poblacién de peces se estimd por primera vez.

a) ¢En qué fecha la poblacién de peces serda doble de la misma de como
era el 1 de enero de 20207
b) {En qué fecha habran 585000 peces en el lago Titicaca?
#513. El consejo de estudiantes de una universidad fleta un avién para las vacacio-
nes de primavera. El avién tiene capacidad para 150 pasajeros. La aerolinea
cobrara 120 dolares por pasajero y anadird un recargo de 15 délares por

pasajero por cada asiento no vendido. Sea x el nimero de asientos no ven-

didos.

a) Demuestre que los ingresos de la aerolinea estd dada por

I = 18000 + 2130z — 1522

b) {Cuantos asientos deben quedar sin utilizar para maximizar los ingre-
sos de la aerolinea?

c¢) {Qué precio pagaria cada pasajero si la aerolinea maximizara sus in-
gresos?

d) ;Es un buen negocio para el concejo estudiantil?
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#314. Se sabe que o + 3 + 6 = 0, encuentre una raiz de la ecuacién:

ala+28)z* + B(8 +20)x + (0 + 2a) = 0

£315. Resolver:

w\&

2+1

(\/x2—10x+13+\/x2—10x+9)§+(\/x2—10x+13—\/a:2 10m+9)

#316. Resolver las siguientes inecuaciones:

a) 2c+4(4 —x) + 78 > 180
b) dx — 2z +8 < 20

c) —x+ 7+ 6z <42

d) t—33+3z> —z+12

e) br — 74 —8x < 2x — 6x — 8
f) 243z > —3x — 100 + 6z
g) 2(7x —19) —2(x — 1) + 7(5x — 3) > 6(x — 21) 4 4(5x — 6)
h) 5(2x —9) +2(6x — 1) < 12(x — 2) + 4(x — 5)

£317. Resolver cada una de las inecuaciones:

22 —4r+12> —x+ 16

—52% — 10z + 26 > 2x — 66

—x? — 2x — 24 < —3x — 56 + 6z + 12
2 =3x+12>3+z(z+1)+ 2z

a)
)
)
)
e) —x? —24 > —4x — 88 — bz + 3z?
)
)
)
)

9} S

SH

fl)e—Dz—z(l—-2)<3
g9) vlx—4)+(x+3)(z—-7)>3
h) x? — 3z + T(x —2) < —2(x — 1)(z — 9) — 2

1
i :1:2~|—8:E—3<x—|—2>>4(x—2)(x+1)~|—1

#518. Resolver las siguientes inecuaciones:
) (22 +1)%(z — 1)(x + 2)
(x 4+ 3)(x —5)
2?(4x — 7)(2z + 9)3
(x —2)°(2z +1)8
(x —1)(z+2)3(z — 3)(z —2)
(x +7)*(z+3)(x +5)3
) (x — 1)3(z + 3)5(2x + 12)7
(x 4+ 1)2(x + 7)133(22)

>0

b) >0

<0

c)

<0
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; ( — 3)2090 (3 4 7)12(z 4 2)13331 (5 _ g)
(x —2)Y(x + 9)8
7 (6 — )22 (z — 3)120(z 4 5)0(z — 6)
(x +4)%(x+9)3
( + 12)%(z + 3)3(z — 2)5(z + 16)200! (¢ — 7)2020
9) t— 1w =70+ 60@ 172 ="
(x+2)%(5 — 2)3(x — 2)%(x + 6)°(11 — 2)292
(7 —6)(z 1 9)(z — 2(x — 21)2

<0

<0

h) >0

#919. Resolver las siguientes inecuaciones:

a)

x+1_x+3<1
T=4 FAd

—1 -2
T o x+722
20 +1 4o + 2
222+ 5z — 3
‘) 2 —2x — 8 >0
3+ 222 — 152 — 36

d 0
) T @rde—a <
1223 — 3822 + 20z
<0
¢) 25 — 022 =
f) 4t + 223 — 1622 — 22 + 15 <0

23+ 322 — 10z — 24 -

x5+ 3xz* — 523 — 1522 + 42 + 12
9) — >0
x3 + bx? —9x — 45
6 4 2
B a5 142* + 49z 36 >0
26 — 45x4 + 56422 — 1600

#520. Sean ey f ntimeros reales positivos. Encontrar conjunto solucién de

x—e<x—f
r+f T x—e

#521. Determinara conjunto solucién de cada una de las ecuaciones siguientes:

) VETT=B =92
b) Vo —6 =2z — 18
¢) VT +6++z=+12+3z
d) Ve—2++3x—9=+x—6
)
)
)
)

a

e) V3r+22++x+22=+x+95
) VZZ—13z+40=0

V2 —x—2=+vz2—2—20
V7T + 7+ /45 —x = 24/3x + 31

g
h

£322. Encontrar conjunto solucién de inecuaciones con radicales:

Alex Aro & Oscar Santander

125



WUPLPER;

S Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIAY TECNOLOGIA

a) Va2 +3xr —88 > a2+ 3z — 10
b) Vo —3+2r—8<+/3rx -9

c) 2-3z—-40>z—-5
)
)

d) Va2 —4x—32<2®>—2¢x—3
e \/2x2+\/x2—4:1:>0

) \/x+\/:1:3+\/:132+9$>0

#3523, Si2a > b > a> 0, hallar conjunto solucién de

|z —a|+ |2z —b| > a

#3524, Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:
a) |z2 — 4| = 2% —4
b) |v? —2x — 16| =8
¢) 312 =120 -7 =5

QL

)

)

)

) |72 —x—4|=2-1
) 422 —x—4| =3z -1
) |z —2| =2%—x — 56
)
)
)
/)
)

@

~

g) |[x*+4x—21| =3z -8

h) 12z — 1|+ 3|z + 1| = |z — 2|
i) =1 =]z —=7+3|z+ 4| = |z -9
§) |22 — 18] = 3|z — 8] + |32 — 9| + 3|4z — 8] = 0

2|z — 1| + |3z — 1| + |2z — 4|
k =4

|z — 1| + |z — 3|
) |z — 2| — |3z — 21| + |7z — 14]jz| _
|z — 2| + |z — §|

m) |2% + 5z — 24| — |2 + 11z + 28| = 12

)
n) [3z —11] = 10
) [2c— |z —1|]] =5
0) [|lz| — z|lx — 6| +2] = —
p) lzle—1]—-1]=1—=x
q) |zlz| —2*| = |z -1

)

r) lz =1+ o+ 2] =2 +3

4325, Encontrar conjunto solucién de cada una de las inecuaciones:

2r — 6
a) *

r+4
b) 8 — 2z P

3r+9|

<4
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xr — 24
r—3
r—1 > r+1
r+2 " |lx—2
|3a:—1|—|—2x<0
3z —|x+1] —
G5 A5 g — )
2 —1
2?2—x+1
9) |————
x
h) 2|z —1]— |z —4] < 4
i) lz—=2|+|z—9 <24

c)‘

d)

‘212

¢)

f)

51

<

20 4+ 1 =2

J) —gilx—él—a:? <0
me_5 2z 1|

k) VT >0

)

m) |x —8| —|2x — 2| + 5|x + 3| < 2|z — 1]
)
)

|z — 7|+ |20 — 1| + 3|z + 2| —
s) |2z = 1| = |z|| = |& + 1]

|z| — 22

) |———| <3

) z+2
Blz — 1] — 4|
— > 2
W ss 2

#3526, Demostrar que:
a) 22 -3|<5=3<+v22+9<5

b) 1022z +3| < b= > 1

|z| + 2

#5217, Resolver los siguientes inecuaciones:

|20 = 2| — |z + 1] — | — 2| > |x + 9| — |z — 3| + |= + 10|

n) |4z — 1| = 2|z + 3|+ |z — 1| > |z + 3| + |z + 14|
n) x| —|z—9—|z—2| <-4+ |4z — 12|
|1 — x| + 2|z — 8| — 6|2 — z|
0 <3
) |z — 1| + 2|z + 2|
») 2|z +7 — |z +2|+ |1 — x| >4
|2z — 1] + 2|z + 2|
|z — 8| — 2|4z — 1| + |z|
> 1
N TR TR
" |z| = 5|z + 1| — 2|z + 3| o
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928,

329,

. Sea el conjunto

931,

#3132,

a) [v* —2x—-2] >5

|z 42| -1
Y LA ED Y
) L |z + 7
'|x~|—5|—]$+1]ﬂ
> 1.5
O Tz—2=3
2 —z| —x
o [2285] o
) 13+ |z — 1]
'|x]—6a:ﬂ
<76
2 oy
'2|x—6|—|x—2|ﬂ
> —3.6
D= 12
- _ _ 1 _
9 |t —3| — |z + 1]+ 17 x‘ﬂ§—4.25
1 — |z
e — 1| + |z + 1
h | > -9
) |z — 3| + |z — 2|

Sea Q ={x € R: [z —1] = 3 +— [V10 — 3z — 22]*> < 9}. Expresar el

conjunto €2, como uniéon de intervalos.

Exprese como unién de intervalos el conjunto:

1 1
A:{xeR—{—&?}i (@+3)@—2) >_8}

1.2
A=q——: —2|—-1/ <2
{ ol —2 -1 <2

Hallar Q°.

Sean los conjuntos € = {ze€R: 22— <2—z<a2?-21} y Q =
20 — 1

{(E eR: :1‘; > 3}. Determine 25 N Qlc
z+2

Hallar Q2 N X, dondeQ:{xeR:\/x—\/x2—4x+7—\/:r—42 1}y

-1 1
Y= SL’GRZ|2$—8|—|JE—7|+2’$ ’<—.
lz+2] 2

128
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Relaciones y funciones

La introducciéon elemental de relaciones y funciones son muy importantes para es-
tudios de funciones varias variables y entre otros y cuya finalidad del capitulo es dar
a conocer dominio y rango de funciones de sola variable y asi, como sus graficas. Los
libros principales en que esté basado el capitulo son [12, 18, 21]. Para ampliar los temas
mencionados puede encontrar en los textos [0, 15, 21].

5.1. Producto cartesiano

Definicion 5.1.1

El par ordenado es definido por

) = W i) ] (5.1)

Igualdad de pares ordenados:
(z,y) = (z,w) = zr=zANy=w (5.2)

Ejemplo 5.1.1

Si (z* —x —11,10) = (1,4* — 3y), encontrar x — y.
Solucién. Tenemos

(2’ —z—-11,10) = (1,4* - 3y) <=2 -z - 11=1Ay* -3y =10
=2 —r-12=0Ay*-3y—10=0
— (2-4)(z+3)=0A(y—5)(y+2)=0
< (z=4Vve=-3)A(y=5Vy=-2)

g—y=4-5=-1l,z—y=4-(-2)=6,2—y=-3-5=-8,z—y=-3-(-2)=-1L

Por lo tanto, los valores de x — y son: —1, 6 y —8.
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Definicion 5.1.2

Producto cartesiano de dos conjuntos X y Y, es denotado por X XY, y es definido
por:

[ XxY :={(r,y):ze X ANyeY} (5.3)

Ejemplo 5.1.2

Sean X ={—1,0,1} y Y = {m,n,p,q}. Calcular X x Y.
Solucion.

Figura 5.1: X XY

o ——>eo(—1,m) o ——o(0,m) om ——eo(1,m)

on ——eo(—1,n) on,——eo(0,n) on——eo(1l,n)

/ y y

1'\°p o(—1,p) 0-\-p *(0,p) le op (L,p)
1,q)

oq*>o(— ,

o —(0,q) o —9(l,q)

Por lo tanto,

X xY :{(_17 m)? (—1,71), (_17]?), (_17 Q)7 (07 m)? (0,77,), (07p)7 (O7q)7 (17m)7
(1,n),(1,p), (L, q)}

Ejemplo 5.1.3

Sean S = (0.5,7) y T = [-3,3]. Defina S x T y grafique.
Solucién.

SxT={(x,y) eRxR:05<ax<7TA-3<y<3}
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Figura 5.2: Grafica de S x T.

5.2. Relaciones
Definicion 5.2.1
Una relacion de un conjunto X en otro conjunto Y, es un subconjunto de X x Y.
R es una relacion X en Y <= R C X xY

Definicion 5.2.2

Sea R C X x Y, se definen

Dom(R):={xe€ X:3JyeY, (z,y) € R},
Rang(R):={y €Y :3x € X, (z,y) € R} (5.5)

_Cfl
=~
SN—

Figura 5.3: Dominio y rango de R.

Dom (R) Rang(R)
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Ejemplo 5.2.1

Sean X = {-3,—-2,—1} y Y = {1,2,3} conjuntos. Considere las relaciones:

Ri={(z,y) e X xY : :x+y=0}
Ro={(z,y) e X xY :x+y<2}

Hallar {z : (=3,z) € R1V (—-2,z) € Ri}) N{—x : (z,1) € Ry} y Rang(R;) N
Rang(Rs).
Solucién.

—34+3=0= (-3,3) € Ry
—242=0= (-2,2) € Ry
—141=0=(-1,1)eRy

—~

De donde, R1 = {(-3,3),(-2,2),(—1,1)}.

—34+1=-2<2(V)=(-3,1) € R,
—34+2=-1<2(V) = (-3,2) € R,
—34+43=0<2(V)=(-3,3) € Ry
—24+1=-1<2(V)=(-2,1) € Ry
—24+2=0<2(V) = (-2,2) € R,
—2+43=1<2(V) = (-2,3) e Ry
—14+41=0<2(V)=(—-1,1) e Ry
—14+2=1<2(V) = (-1,2) € R,
—1+3=2<2(F) = (-1,3) € R,

De ahi, Ry = {(-3,1),(-3,2),(-3,3),(-2,1),(-2,2),(-2,3),(—1,1),(—1,2)}.
Por lo tanto,

{z:(-3,2) e R4V (-2,z) e Ry} N{—x:(x,1) € Ro} ={3,2} N {3,2,1} = {3,2}
Rang(R) N Rang(Ry) = {1,2,3} N {1,2,3} = {1,2,3}

Ejemplo 5.2.2

Graficar la relacion
R = {(]‘7 1)7 (27 ]')’ (27 2)7 (37 3)7 (4’ 4)7 (57 3)7 (67 2)’ (67 1)7 (7’ ]‘)’ (3’ 1)7 (47 1)’ (5’ 1)}

Solucion.
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Figura 5.4: Grafica de la relacion R.

Ejemplo 5.2.3

Grafica la relacion:
R={(z,y) ERxR:|z—4|>y*>-9} (5.6)

Solucién.

1. Para x > 4, tenemos:
lz—4| >y - 9<¢=r—-4>y - 9<=1+5 >y’ (5.7)

2. Para x < 4, obtenemos

|t —4| > - 9= —2+4>y* -9 —z+ 13> (5.8)
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o 2
Figura 5.5: |x — 4| > y* — 9.

—z=9"-13 s T45 =

El gréfico de la relacion R, es la region sombreada de color azul.

Ejemplo 5.2.4

Graficar la relacion R = {(z,y) : |z — 2| + |y — 7| < 5}, y determinar su dominio
¥ rango.
Solucién.

1. Parax > 2:

lz 2|+ ly—T7|<b<=z—-2+|y—T7/<5
S ly—T7<7-xz
S T—2>0N—(T—2)<y—7<7—z
S r<TAN—-(T—z)<y—TAy—7<7-—=x
S r<TANz<yhy<ld—=zx

2. Para x < 2:

e —2|+|ly—T7|<b<<= —2x+2+|y—T7| <5
—ly—7<z+3
—r+3>20N—2r-3<y—7<zx+3
—r>-3Nrz+y>4dANy—xz <10
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Figura 5.6: Grafico de la relacién R.

N
« X
.

T T
0 9 8 7 -6 5 -4 3 2 187 1 2 3 4v5 6 7 8 9 10 11 12 13 1dv
s . .

Segun el Grafico 5.6, tenemos Dom(R) = (—3,7) y Rang(R) = (2,12).

Definicion 5.2.3

Una relacion R, en un conjunto X es una relacion de equivalencia si cumple las
siguientes propiedades:

1. Vz € X, (z,2) € R (Reflexiva),
2. (z,y) € R = (y,z) € R (Simétrica),

3. (z,y) € RA(y,2) € R= (x,2) € R (Transitiva).

Ejemplo 5.2.5

Verificar si la relacion:

R = {(*7 *)7 (*a ﬁ)v (D7 D): (A, ﬂ)? (A, A), (ﬁ: ﬁ)v (27 Z): (ﬁa A)7 (ﬂv*)} es una relacion
de equivalencia en X = {x,0, A, §,>}.
Solucion.

1. R es reflexiva ya que,

(x,x) €R,(O,0 R, (A,0) R, (1,8) R, (X,>X) €ER.

2. R es simétrica puesto que
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3. R no es transitiva porqué,

(5, 8) ERA(H,A) e R= (x,0) €ER
\%4 \%4 F

es falso.

Por lo tanto, R no es relacién de equivalencia.

Ejemplo 5.2.6

Demuestre que la relacion

R={(m,n) €EZXZ :m—n="Tkk€cZ}, (5.9)

en Z, es una relacion de equivalencia.
Solucién.

1. (m,m) € R, pues m —m = 0 = 7(0). De ahi, R, es reflexiva.
2. R es simétrica ya que,

(m,n) e R=>m—n="Tk,ke€Z
= n—-—m="7-k),-keZ
= (n,m) € R

3. R es transitiva pues,

(m,n) € RA(n,p) €E R=m —n="Tky,n—p="Tko,k1,ka €Z
:>m—p:(m—n)—i—(n—p):7(k1+k2),k1+k2€Z
— (m,p) €ER

Por lo tanto, R es una relacion de equivalencia.

Ejemplo 5.2.7

Sea T el conjunto de todos los triangulos en un plano Euclidiano. Definimos la
relacion de semejanza:

A ABC ~A ABC <= <A = <A, <B = <B,<C = «C (5.10)

. La relaciéon ~, es una relacion de equivalencia?
Solucién.

1. AN ABC ~A ABC, puesto que <A = <A, <B = <B y <«C = <C.

2. Supongazpos que A ABC ~A ABQA’ Entonces <A = <If1,A <B = <B v
<C = <C. Esto es lo mismo que <A = <A, <B =<B y <C' = <C, y por
ello AN ABC ~n ABC.

3. Supongamos que A ABC ~A ABC v A ABC ~n A'B'C’'. Entonces <A =
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9A, <B =<1B,<C =<C y <A = a4, <B = 1B', <C = <C". De donde,
A =<A', «<B =<«B' y <C = <«(C". Por lo tanto, A ABC ~n A'B'C".

De 1, 2 y 3, la relacion ~, es una relacion de equivalencia.

5.3. Relacion inversa

Definicion 5.3.1

Sea R una relacion de X en Y, se define la relacion inversa de 'Y en X:

R ={(y,2): (z,y) € R} (5.11)

Si la relacién R, es un subconjunto R x R, entonces el grafico de R, se dibuja
en el plano cartesiano XY, como se observe la figura 5.7.

Figura 5.7: Grafico de la relaciéon R~

Ejemplo 5.3.1
Sea la relacion
R = {(—m,—2),(—m,0), (e,0), (¢, 2), (v/3,3), (—v3,—2)} (5.12)

Hallar R~*.
Solucion.

R_l = {(_27 _7T>7 (07 _7‘-)7 (07 6)7 (27 6)7 (37 \/5)7 (_27 _\/g)}
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Ejemplo 5.3.2

Graficar R, donde R = {(z,y) : 2* = y*}.
Solucién. Por definicién se tiene:

R ={(z,y): (y,2) e R} = {(x,y) : y/° = 2°}

La inversa esta dada por y? = a3 y cuya gréfica pueder ver la figura 5.8.

Figura 5.8: Gréafico de la relaciéon R1.

Y 7/
1.5 4 /
a/.
K4
¥ = 2 /
L -
"’
R 7
K4
05 s
/
o/.
R4
- 7 X
<
15 -1 05 0 "\. 05 1 15
\~
\c
N, Y2 = a2
-05 .
\o
\o
-1\
R™
1 \
'\

5.4. Funciones

Definicion 5.4.1

Una funcion de X en Y, es una relacion f C X X Y, con propiedad: para todo
x € X, existe un tnico y € Y tal que (z,y) € f.

(x,y) € f = xfy (5.13)

Ejemplo 5.4.1

Sean las relaciones:

f:{(_4a_3)a<_ ) ( )7( 973)?( 12, )} y
g:{(—12,12),(—10, 10) ( 5,5),(— 2,10),( 10,6), ( 20, 13)}

/Cual(es) es(son) una funcion?
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Solucién. La primera relacion f, tiene el dominio X; = {—4,—-2,-7,—-9, —12}
y el rango Y1 = {-3,8,1,3}; la segunda relacién g tiene el dominio, Xy =
{—20,—12,—-10,—5,—2} y el rango Yo = {12,10,5,6,13}. El primero cumple
la definicién de una funcién, en cuanto a g no cumple, puesto que, —10 hace
corresponder a 10 y a 6 como puede verse en el grafico 5.9.

Figura 5.9: Graficas de las funciones f y g.

Determinacién del dominio de una funcién:

Tenemos dos casos:

1. Siy = f(z), entonces el conjunto formado por todos los valores x, de modo
que f(z), sea un nimero real, viene ser el dominio de la funcién f.

2. Si f: X —Y,y= f(r) es una funcién entonces el dominio es X.

Ejemplo 5.4.2

Hallar el dominio y el rango de la funcién

f=1(0,4),(1,5),(3,8), (4,4),(11,9), (6,19), (7,8)} (5.14)
Solucidén. Los elementos del dominio de f son las primeras componentes, es decir,
Dom(f) = {0,1,3,4,6,7,11}

El rango tiene como elementos a las segundas componentes de los elementos de
f, o sea,
Rang(f) = {4,5.8,9, 19}

Ejemplo 5.4.3

Encontrar el dominio de la funcion:

f(z) = V25 — 22 — V22 — 4 (5.15)

Solucion.
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Figura 5.10: Grafico de la funcion f.

f@)ERe=25—2>>0A2>-4>0
<~ (—=5)(z+5) <0A(z—-2)(z+2)>0
<=1z € [-5,5] Az € (—o0, —2] U [2, +00)
<z € [-5,—2]U[2,5]

Por lo tanto,

Dom(f) = [-5,—2] U [2,5]

Ejemplo 5.4.4

Calcular el dominio de 5
’ (5.16)

Solucion.
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Figura 5.11: Gréafico de la funcion h.

2
Como h(—1) = —, h(4) = gy 1o son elementos de R (indeterminados), entonces

Dom(h) =R — {—1,4}

Funciones bésicas:

[) La funcién constante, esta definida por la ecuacién:
y=0C, (5.17)
donde C' es constante real.
II) La funcién identidad, esté definida por

Yy =2 (5.18)

III) La funcion signo, esta definida por

1 si z>0,
y =sgn(z) = 0 si =0, (5.19)
-1 si x<0.

IV) La funcién valor absoluto, estd definida por

r si x>0,
y=lal ={ 2 (5.20)

—x si x <.
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V) La funcién méaximo entero, esta definida por

y=[z] =mix{n €Z:n <z} (5.21)

Se demuestra que: | [z =n<=n<zr<n+1

VI) La funcion raiz cuadrada, estd definida por

Y=z (5.22)

Ejemplo 5.4.5

Graficar la funcién
h(z) = sgn (9:2 — 121) (5.23)

Solucién. Para sgn analizamos los siguientes casos:

2 —121>0<= (z — 11)(z +11) > 0
< x € (—o0,—11) U (11, +00)

P —121=0<= (z—11)(z +11) =0
< zrz=11Vvze=-11

2 - 121 <0 <= (z—11)(z +11) <0
<z € (—11,11)

De esto,
1 si z€(—o0,—11)U (11, +o00),
h(z) = 0 si z=-11Vvae=11,
-1 si xe(—11,11).

Finalmente, graficamos h:

Y

3,

2 y = sgn(z® — 121)
© 14 fc)

————— e ————————— @ ————————
-19-18-17-16-15-14-13-12-11-10-9 8 -7 6 5 4-3 2-1 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14 1516 17 18 19
(c 4 ©

-2 4
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Ejemplo 5.4.6

Solucion.

Hallar el dominio de la funcion

t(z) = /25 — [1 — ]2

Figura 5.13: Grafico de la funcion t.

(5.24)

Y
o—2igs )
o—e o—e
O 4 O
o—e 31 y=4/26—[1—z]? e—=e
2,
1
X
o @ o ‘
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
-1 4

Por lo tanto,

tx) ER<=25—-[1-2]*>0
— [1-a]><25
— 5<[1-z] <5
—[l-z]>-5A[1—2] <5
—l-2>-5AN1-2<6
<— r<6Ax>-5
<— -H<zr<6

Dom(t) = (5, 6]

Alex Aro & Oscar Santander

143



\V“"DI PEkO

=SS = Capitulo 5. Relaciones y funciones

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

Determinaciéon del rango de una funcion:

R1). Siy = f(x), despeje x = g(y), el rango es el conjunto formado por todos
los valores y de tal manera z, es real.

R2). Si f: X — Y,y = f(z) es una funcién entonces Rang(f) = f(X), donde
f(X)={f(z): 2 € X}.

Ejemplo 5.4.7

Encontrar el rango de la funcién

S - 2
y=hiz)= 53— (5.25)
Solucion.
52 + 3 9 9
= —1 =
x2_16<:>y(x 6) = 5z° + 3
< (y—5)r* =16y + 3
x2:16y+3
y—2>5
PRI 16y + 3
y—>5

5% + 3
Figura 5.14: Grafico de la funciéon —; .
x?
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Luego,
16y + 3
reR J +5 >0
y— (5.26)
3
<y € (—o0, _E] U (5, +00)
Por lo tanto,
3
Rang(h) = <_OO7 _E] U <57 +OO>
Ejemplo 5.4.8
3xr+6
Sea la funcion y = g(x) = x—:-g , « € [—1,5]. Hallar el rango de g.
x
Solucion.
Como 924+ 6 o
x
= =3 - 5.27
9(@) = 79 7+9 (5.27)
-24 -22 -20 -18 -16 -14 -12 —1(2—8 -6 - —%1‘ | 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
_2 4
-3
4
_5 4
_6 4
-7
-8
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entonces

re[-1,5l=-1<2<5
—8<zr+9<14
21 21 21
> >

Por lo tanto,

Ejemplo 5.4.9

Hallar el rango y la grafica de la funcién s,

V2r —4 si x> 2,
s(r)=4 0252>+x+1.75 si x€[-8,2), (5.28)
V8+x+3 si x < —8.

Figura 5.16: Grafico de la funcién s.

_ 2
y=0.252"+z+ 1.75107 Y

NN W b OO N © ©
| | | | | | | | |

o
y=v8+xz+3 X
12-11-10-9 -8 -7 6 5 4 -3 2 1 | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

-1 1
-2
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1. Sea s1(z) = +/2x — 4. Entonces Dom(s;) = [2,+00) y

x € Dom(s;) =z > 2
—2z—-42>0
= s1(x) >0
= s1(z) € [0, +00)
— Rang(s1) = [0, +00)

2. Sea sy(r) = 0.252% + x + 1.75. Entonces Dom(sy) = [—8,2) y luego,

so(x) = 0.252 + = + 1.75 = so(x) = 0.25(x® + 4z) + 1.75
= so(z) = 0.25[(x +2)*> — 4] + 1.75
= s9(x) = 0.25(z +2)? +0.75

re[-82)=—= 6<x+2<4
—0<(r+2)%<36
= 0<0.25(r+2)%*<9
— 0.75 < 0.25(z +2)* 4+ 0.75 < 9.75
= sy(x) € [0.75,9.75]
= Rang(s2) = [0.75,9.75]

3. Sea s3(x) = v/8 + = + 3. De esto,

r<—-8=—=8+x<0

== V/8+x <0
— V8+x+3<3
— s3(z) € (—00, 3)

Por lo tanto,

Rang(s) = [0, +o0) U [0.75,9.75] U (—00, 3) = (—00, +00)

Ejemplo 5.4.10

Hallar el rango y la grafica de la funcién:

[1 — 0.5z] si x<—1,
h(z) =1} [z+4] -4 si —1<z<6, (5.29)
[2—-0252]+4 si z>6

Solucién.
Consideremos hy(z) = [1 — 0.5z], ho(x) = [x +4] — 4 y hs(z) = [2 — 0.25z] + 4.
Entonces
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1. Para hy(x):

2<r<—-1=1>-052>0.5
= 2>1—-05x>15
= [1-0.5z] =1

A4 << -2=—72>-05bxr>-1
—=3>1-052>2
— [1 -0.5z] =2
hi(z) =2

—-b6<zr< 44— —3<05xr<2
—2< 05z <3
—3<1-0.bxr<4
— [1-0.52] =3
= hi(x) =3

Sin € Z~ yn < —2 entonces:

n<z<2n+2=—-n>-05xr>-n-—1
= 1-n>1-05xr>—n
= [1-0.52] = —n
— hi(x) = —n

2. Para hy(z) = [z + 4] — 4:

—l<zrz<0=3<z+4<4
— [z +4] =3
:>h2(l’):3—4:—1

0<z<l=4<2x+4<5
— [z +4] =4
= he(z)=4-4=0
1<z<2=5<zx+4<6
= [z +4] =5
:>h2<l‘):5—4:1
2<zr<d3=6<zx+4<7
—= [z +4] =6
3<r<4=T7<x4+4<8
= [z +4] =7
= ho(x)=7—-4=3
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41<zr<b5=>8<z+4<9
— [z +4] =8
= hy(x) =8—-4=4
h<r<b6=—=9<x+4<10
— [z +4] =9
= he(z)=9—-4=5

T=6= hy(z)=[6+4]—4=6

3. Para hs(z) = [2 — 0.25z] + 4:

6<xr<8=— —1.5>—-0.25x > -2
—05>2-0252>0
— [2-0.252] =0
— h3(x) =0+4=14

8<r<12= —2>—-0.25zx > -3
= 0>2-025r> -1
— [2 - 0.25z] = -1
= h3(z)=—-14+4=3

12<2<16=— —3 > —-025x > —4
= —1>2—-025z > -2
— [2 - 0.25z] = -2
= h3(z) =—-2+4=2

Paran € Z" y n > 2 tenemos

In<r<in+4— —n>-02zx>-n-1
—2-n>2—-025z>-n+1
= [2-0.25z] = —n+1
= hg(z)=—n+14+4=-n+5

Calculemos el rango de h:

Rang<h) :hl (<_OO7 _1]) U h2 (<_1’ 6]) U h3 (<6, +OO>)

=7

A partir del analisis de encima es dibujado el grafico h:

={1,2,3,...}U{-1,0,1,2,3,4,5,6} U{4,3,2,1,0,—1,-2,—3,...}
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Figura 5.17: Grafico de la funcion h.
107
Y
. 91
L] 8 u
L]
=[1-05z] 7] y=[r+4]—-4
.o V=1l I ly=[+4]
o—0 5 [ o
o—0 44 = O—@
o—e 3 o o—e y=1[2-025z] +4
0 2 [ o O
oo | 0o o—e X
S T — @ @
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 g_;-e 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 w
-2 ..
-3 .

Ejemplo 5.4.11

Hallar el dominio, el rango y dibujar el grafico de la funcion:

= % si —4<x< -2,
) 2z —4|+22 si —2<z<3,
r@) = 2 _gr—10 si -T<z< —4, (&30

—z2+4x+5 si 3<z<h.

Solucion.

Figura 5.18: Grafico de la funcién r.

| y=122—4]+2z

1 y=-2"+4x+5

1o 1 2 3 4 5 6

-2 4

-3
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1. Para ri(z) = 2 — z, se tiene Dom(ry) = [—4, —2); por otro lado,

z € Dom(r) = —4 <z < -2
— 4> —x>2
—6>2—-z>4
— r1(z) € (4, 6]
—> Rang(r;) = (4, 6]

2. Para ry(x) = |2z — 4| + 2z, se obtiene Dom(ry) = [—2,3); como |2z — 4| =
20 —4 si x> 2,

or4d si z<2 obtenemos:

€[-2,2) = m(x)=4

r€(2,3) —=4<4r—-4<8
= ro(z) =4z — 4 € [4,8)
= Rang(rq) = [4, 8)

3. Para r3(z) = —z* — 8z — 10, se tiene Dom(r3) = [—7, —4); luego, comple-
tamos al cuadrado:

r3(z) = —2° — 82 — 10 = r3(z) = —(z + 4)> + 6
Mientras,

x € Dom(ry) = —7<z < —4
— —3<z+4<0
= 0< (r+4)?2<9
= -9< —(z+4)*<0 (5.31)
— 3<6—(x+4)>°<6
= r3(x) € [-3,6)
— Rang(r;) = [-3,6)

4. Para r4(xr) = —2® + 42 + 5, se obtiene Dom(ry) = [3,5); en seguida com-
pletamos al cuadrado:

ry(z) = -2’ +4r+5=—(z—-2)>+9
Sin embargo,

x € Dom(ry) = 3<xz<5
—1<(z-2?%<9
— 9<—(z—-2)*<
—0<9—(z-2)2<8
— r4(z) € (0, 8]
—> Rang(ry) = (0, §]

-1
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Consecuentemente,

Dom(r) = Dom(r;) U Dom(ry) U Dom(r3) U Dom(r4)

=[—4,-2)U[-2,3) U[-7,—4) U[3,5) (5.32)
=[-7,5)
y
Rang(r) = Rang(r1) U Rang(r2) U Rang(rs) U Rang(ry)
= (4,6] U [4,8) U[-3,6) U0, §] (5.33)
= [_3’ 8]
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5.5. Transformacion

Traslacion horizontal

Supongamos que la grafica de y = f(x), se conoce. Si ¢ > 0, es una constante
entonces:

TH1) la grifica de y = f(x — ¢), es la traslacién horizontal de la grafica y = f(z), ¢
unidades a la derecha.

TH2) la gréfica de y = f(z + ¢), es la traslacién horizontal de la grafica y = f(z), ¢
unidades a la izquierda.

Figura 5.19: Graficas de las ecuaciones y = f(z +¢) y y = f(z — ¢).

y=f(z—c)

Ejemplo 5.5.1

Utilice la gréfica de la funcién y = |x|, para graficar las siguientes funciones:
1. y=|z—4
2. y=lz+3

Solucién. Utilizando la grafica y = |z|, se obtienen las graficas y = |x — 4| y
y = |z + 3| transladando hacia derecha 4 unidades y 3 unidades a la izquierda,
respectivamente.
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Figura 5.20: Graficas de las ecuaciones y = |z + 3| y y = |z — 4].
6 m
4 y = |z|
2 m
-0 9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
-2

Traslacion vertical

Supongamos que la grafica de y = f(x), se conoce. Si ¢ > 0, es una constante
entonces:

TV1) La gréifica de y = f(z) — ¢, es la traslacién vertical de la grafica y = f(z), ¢
unidades hacia abajo.

TV2) La gréifica de y = f(z) + ¢, es la traslacién vertical de la grafica y = f(x), ¢
unidades hacia arriba.

154 Alex Aro & Oscar Santander



\\‘UDI PEkU

Capitulo 5. Relaciones y funciones —_—

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

Figura 5.21: Graficas de las ecuaciones y = f(z) +cy y =
S b « J e

f(z) —ec

Ejemplo 5.5.2

Use la grafica de sgn, para graficar las funciones:
1. y=sgn(z)+3
2. y=sgn(x) —4

Solucion. Transladando en forma vertical 3 unidades hacia arriba y 4 unidades
hacia abajo se grafican las funciones.

Figura 5.22: Graficas de las ecuaciones y = sgn(z) + 3 y y = sgn(x) — 4.

5

I

w

y = sgn(x)

-

—‘1 0 —‘8 —‘6 —‘4 —‘2 0 2 4 6 8 10 X

y = sgn(z)—4
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Contraccién y alargamiento horizontal

Considere que la grafica y = f(z), es conocido y ¢ un constante real.

CAl1) Si 0 < ¢ < 1, entonces el grafico de y = f(cx), es alargamiento de la gréfica
y = f(x) en forma horizontal.

CA2) Si ¢ > 1, entonces el grafico de y = f(cx), es contraccion de la grafica y = f(x)
en forma horizontal.

Figura 5.23: Graficas de las ecuaciones y = f(cx), ¢ >
lyy=flcx),0<c< 1l

Ejemplo 5.5.3

Graficar y = (0.5x)* y y = (2z)%.
Solucién.
Contrayendo y alargando la grafica y = z*, se obtiene los siguiente gréficos.

156 Alex Aro & Oscar Santander



\\‘UDI PEkU

Capitulo 5. Relaciones y funciones —_—

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

Figura 5.24: Graficas de las ecuaciones y = (0.5z)* y y = (22)%.

4 3 2 1 0 1 2 3 4

Contraccién y alargamiento vertical

Considere la gréfica y = f(z), conocido con una constante c real.

CA1) Si0 < ¢ < 1, entonces el grafico de y = c¢f(x), es contraccion de la grafica y = f(x)
en forma vertical.

CA2) Sic > 1, entonces el grafico de y = ¢f(z), es alargamiento de la grafica y = f(x)
en forma vertical.

Figura 5.25: Graficas de las ecuaciones y = c¢f(z), ¢ > 1y y =

cf (z)

y=cf(z),e>1

y = cf(z)

O0<exl1
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Ejemplo 5.5.4

Use la gréfica y = x°, para graficar las siguientes funciones:

1. y=92°

2. y = 0.0052°

Solucion. Contrayendo y atrayendo en forma vertical, se obtienen las graficas.

Figura 5.26: Graficas de las ecuaciones y = 92° y y = 0.0052°.

Graficas que se reflejan

Considere que la grafica y = f(z), es conocido.

R1) El grafico de y = — f(x), es la reflexién del grafico y = f(x) sobre el eje X.
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Figura 5.27: Graficas de las ecuaciones y

—f(a).

R2) El gréfico de y = f(—x), es la reflexién del grafico y = f(x) sobre el eje Y.

Ejemplo 5.5.5

Utilice la gréfica de y = \/x, para graficar la funcién y = /—x — 2.
Solucién. Para obtener el grifico transladamos y = /x, 2 unidades hacia a la
derecha y luego reflejamos sobre el eje Y.
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Figura 5.29: Grafica de la funcion y = /—x — 2.

Ejemplo 5.5.6

Graficar la funcién j(z) = —0.5|x — 5| + 3, a partir del grifica y = |z|.
Solucién.

Dibujando y = |z|, se traslada 5 unidades a la derecha en seguida, contrae de
forma vertical y refleja sobre eje X y luego traslada hacia arriba 3 unidades. Asi,
se obtiene el grafico deseado como puede verse en la figura 5.30.

Figura 5.30: Grafica de la ecuacién y = —0.5|z — 5| + 3.

101Y
y = |z| 6

7
6

y = 0.5|z — 5| 5
4
3
2,
S y=—05]z—5]+3 X

13 14 15 16 17

109 B8 7 % 5 4 3 9 10 11
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Ejemplo 5.5.7

Grafica la siguiente funcion:

y = |g(z)| + 0.5, (5.34)

donde g(x) = z3 — 2°.

Solucion.

Figura 5.31: Gréafica de la ecuacién y = |g(x)| + 0.5.

-0.5

Definicion 5.5.1

Si en una ecuacion de 2 variable se obtiene exactamente una variable dependiente
para cada variable independiente, entonces la ecuacion especifica una funcion. La
grafica de dicha ecuacion es gréafica de la funcion especificada.

Ejemplo 5.5.8

Determine cuales de las siguientes ecuaciones especifican funciones con la variable
independiente x.

a) 3y —9z? =18

b) v* — 22 =11

Solucion.
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a) Despejando la variable y, se tiene
y =6+ 32° (5.35)

Se observa que hay un sola variable y para cada variable x, por lo tanto, la
ecuacion 3y — 9% = 18, especifica una funcion.

b) Despejando la variable y, se obtiene:
V¥ —12=11 = y=+V11 422 (5.36)

para cada x, existe dos valores de y, esto indica que la ecuacién y? —x? = 11
no especifica una funcion.

Teorema 5.5.1: Prueba de recta vertical para una funcién

Una ecuacion especifica una funcion si, cada recta vertical en plano cartesiano
corta a lo maximo en un punto de la gréafica de la ecuacion.

Figura 5.32: Gréfica de las ecuaciones * = a y
E(z,y) =c.
1Y < Recta vertical
Punto de corte
A
E(z,y)=c
_ X
r=a

Ejemplo 5.5.9

2

La ecuacién y*> — x? = 1, jespecifica una funcién de la forma y = y(x)?

Solucion.
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Figura 5.33: Grafica de y* — 2% = 1.

La respuesta es no, ya que usando la prueba de recta vertical al grafico en x = 2,
se observa que hay dos cortes en Py P’.

Ejemplo 5.5.10

La ecuacién y = x? — 1, jespecifica una funcién y = y(z)?
Solucién.
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Figura 5.34: Gréafica de y = 22 — 1.

Las rectas verticales corta siempre en un punto, como se puede verse en x = 1.8,
en la figura 5.34. Por lo tanto, el gréafico de y = x? — 1, es una funcién.

5.6. Rapidez de cambio promedio de una funcion

Considere la funcion y = f(z), x € [a, b].

Cambio de y

Rapidez de cambio de promedio de f en [a,b] = Cambio do (5.37)
_ f(0) = f(a)
== (5.38)
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Figura 5.35: Grafica de cambio promedio.

F ()] v (b, f(b)

=
=
[
~
—
£

>

Ejemplo 5.6.1

Encontrar la rapidez de cambio promedio de la funcién f(x) = (x — 4)%, entre
xT=25yx=_8.5.
Solucioén.

Como f(8.5) = (8.5 —4)2=20.25 y f(2.5) = (2.5 — 4)* = 2.25, entonces
f(85) — f(2.5)

Rapidez de cambio promedio =

85—25
2025 -2.25
N 6
18

6

5.7. Operaciones entre funciones

Definiciéon 5.7.1

Sean y = f(z) y y = g(x) funciones con dominios Dom(f) y Dom(g), respectiva-
mente. Entonces:

O1: Suma:

(f +9)(@) = f(x) + g(x), (5-39)
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donde x € Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g).

0O2: Resta:

0 = e = i) =) ] (5.40)

donde x € Dom(f — g) = Dom(f) N Dom(g).

0O3: Producto:

(f9)(z) = f(x)g(x), (5.41)

donde x € Dom(fg) = Dom(f) N Dom(g).

O4: Division:

f _ f(=)
<§> (z) = o)’ (5.42)
donde x € Dom (g) = Dom(f) N Dom(g) — {z : g(x) = 0}.
_T+2 _ = /
Sean f(x) = == 7 g(x) = V9 — 2% Encuentre f + g, f — g, fg, J y sus
dominios.
Solucién.

El dominio de f es R — {1} y para el dominio de g, 9 — x> > 0 si y sélo si
(x —3)(x+3) <0, 0sea, v € [—3,3]. De esto, Dom(g) = [-3, 3].
La suma de f y g esta definida por:
2
(f+9)@) = T2 + Vo= a7,
donde Dom(f +g) = (R—-{1})N[-3,3] =[-3,1) U(L,3].
La resta de f y g esta definida por:
T +2
(f—9)@)= —7 - vo-2?

donde Dom(f —¢g) = (R —{1})N[-3,3] =[-3,1) U (1, 3].
El producto de f y g esta definida por:

(f9)(z) = ii?m: (x+:2c):/ﬁ,

donde Dom(fg) = (R — {1}) N [-3,3] = [-3,1) U (1, 3].
La division de f y g esta definida por:

T+ 2

@ @ =A== 7 Ex;é)_ 1)

donde Dom(fg) = [-3,1) U(1,3] = {z : V9 — 22} = (-3,1) U (1, 3).
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Ejemplo 5.7.2

Consideremos las funciones
241
ha) = [ ] s(a) = VIeI? -9

h
Calcular dominio de h + s, hs y —, sus operaciones.
s

Solucién.

Como h, esta definido para todo x # 3 entonces Dom(h) = R — {3}. Ademas, los
valores de x que satisface [z]* — 9 > 0, conforma Dom(s) y para determinar que
valores toma x debemos resolver:

[z]> -9 >0
([z] =3)([z] +3) 20 = [z] 2 3V [2] < -3
—x>3Ve<-—2
= 7z € [3,+00) U (—o00, —2)

de donde, Dom(s) = (—o0, —2) U [3, +00).
La suma de h y s, esta definida por:

(h+5)@) = [S2] + VBT —o.

con

Dom(h + s) = (R — {3}) N ({(—o0, —2) U [3, +00))
= (—00, —2) U (3, +00)

El producto de h y s, esta definida por:

(h)@) = [ VP =,

con

Dom(hs) = (R —{3}) N ({(—o0, —2) U [3,400))
= (—00, —2) U (3, +00)

La division de h y s, esta definida por:

() - [255]
: N

h
para dominio de —, primero determinemos los valores x tal que s(z) = 0, es decir,
S

s(x) =0=/[z]?—9=0
= [z]* =9
= [z] = £3
=z € [3,4) U[-3,-2)
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En seguida,

Dom (%) = (R — {31) N ({—o00, —2) U[3, +00)) — {z € R/g(z) = 0}

= (—00,—2) U (3,400) — ([3,4) U[-3,—-2))
(—00, —3) U [4, +00)

5.8. Composicion de funciones

Sean y = f(x) y z = g(y), funciones. La compuesta de g y f, denotado por go f, es
definida por:

[ o= (o)) = gl (5.43)

con dominio,

[ Dom(g o f) = {z € Dom(f) : f(z) € Dom(g)}. (5.44)

Ejemplo 5.8.1

Sean f(x) =x*> —2 y g(x) = /xr — 1. Determine f o gy go f y sus dominios.
Solucién. Las composiciones:

Como los dominios f y g son Dom(f) =R y Dom(g) = [1, +00), entonces:

Dom(f o g) = {x € Dom(g) : g(x) € Dom(f)}
={z€[l,40) : Vz—1€R}

= [1, +00)
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Dom(g o f) = {z € Dom(f) : f(z) € Dom(g)}
={reR:2x*-2¢€[l,+o0)}
={zeR:2?-2>1}
={z€R: (v —V3)(z +V3) >0}
={z eR:z e (—00,—V3]U[V3,+00)}
= (—00, —V/3] U [V/3, +00)

Ejemplo 5.8.2

Determine go f y f o g, y sus dominios, donde f(z) =+/z —2 y g(x) = ;ti
Solucioén.
Como Dom(f) = [2,+00) y Dom(g) = R — {—2,2} entonces
Dom(g o f) = {x € Dom(f) : f(z) € Dom(g)}
= {z €[2,+o0): VT —2€ R - {-2,2}}
= [2,6) U (6, +00)

Dom(f o g) = {z € Dom(g) : g(z) € Dom(f)}
:{xeR—{—za;;fZ
2¢2 —x — 10
(x —2)(x+2)
(22 — 5)(z + 2)

<0}
(x —2)(x +2) = 0}
2x — 5

={reR—-{-22}: o <0,z # -2}

€ [2,4+00)}

—{zeR-{-2,2}:

={zxreR—-{-22}:

Las reglas correspondencia:
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Ejemplo 5.8.3

—x+2 si x€(—o0,—]]
Considere las siguientes funciones f(z) = ?+1 si xe(—1,1) v

r—2 si x€][l,+00)
_ ) —lz=2| si z€(-00,0) Hallar fog y go f y sus dominios.

g(a:)—{ Nz si x € ]0,+00)

Solucion. Reescribimos:

fi(z) = —x + 2, Dom(f;) = (—o0, —1]

f2(z) = 2% + 1, Dom(fy) = (—1,1)

f3(z) =z — 2,Dom(f3) = [1, +00)

g1(x) = —|z = 2[, Dom(g1) = {—00,0)
()

Determinemos los dominios de las composiciones de f; y g;, parai = 1,2,3 y
j=1,2

Dom(fy 0¢g1) = {x € Dom(g1) : g1(z) € Dom(f;)}
= {x € (—00,0) : —|z — 2| € (-0, 1]}
={zx € (—00,0) : |z —2| > 1}
={zr € (—00,0): >3V <1}
= (=00,0)

Dom(f; 0 g2) = {x € Dom(ga) : g2(x) € Dom(f1)}
= {z € [0, +00) : vz € (=00, —1]}
={z €[0,+00) : Vo < -1}
=10

Dom(fz 0 g1) = {z € Dom(g1) : g1(x) € Dom(f2)}
={z € (—00,0): —|x — 2| € (—1,1)}
={z € (—00,0): |z —2] € (—-1,1)}
={z € (—00,0): x € (1,3)}
=0

Dom(fz 0 g2) = {x € Dom(ga) : g2(x) € Dom(f2)}
— {w € [0,400) : V& € (-1, 1)}
= [07 1>

Dom(f3 0 g1) = {x € Dom(g1) : g1(x) € Dom(f3)}
={x € (—00,0): —|z — 2| € [1,+00)}
=
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Dom( f3 0 go) = {x € Dom(gs) : go(z) € Dom(f3)}
= {z €]0,400) : Vz € [1,+00)}
= [1, 400)

Las composiciones son:

(fiog)() = fil—]z —2[) = [z —2[ +2
(f2092)(2) = fo(Wx) =2 +1
(f3o g2)(z) = fs(vVx) = Vo —2

Por lo tanto,

|t —2|+2 si z € (—00,0),

(fog)(w){af—i—l Si 176[0,1),
VT —2 si x € [1,400).

Por otro lado, para go f:

Dom(g; o f1) = {x € Dom(f;) : fi(z) € Dom(g1)}
={z € (—o0,—1]: —x+2 € (—00,0)}
={z € (—o0,—1] : x > 2}
=0

Dom(g; o fo) = {x € Dom(f2) : fa(x) € Dom(g1)}
={ze(-1,1): 2 +1 € (—00,0)}
— 0

Dom(g; o f3) = {x € Dom(f3) : f3(x) € Dom(g1)}
={re[l,40):x—2€ (—00,0)}
= [172>

Dom(gs o f1) = {x € Dom(f1) : fi(x) € Dom(g2)}
={zx € (—o00,—1]: —z+2 € [0,+00)}
- <_007 _1]

Dom(gs o fo) = {x € Dom(fs) : fa(x) € Dom(go)}
={ze(-1,1): 22 +1€[0,+00)}
= (-1,1)

Dom(gs o f3) = {x € Dom(f3) : fs(x) € Dom(g2)}
={z €[l,400):z—2€[0,400)}
= [2, +00)
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(grofa)(@)=gi(z —2) =—|z —2-2| = —|z — 4
(920 f1)(®) = go(—x +2) = V-1 +2
(g20 f2)(x) = ga(z® + 1) = Va2 + 1
( )(x) = gaf

5.9. Inversas de funciones

Definicion 5.9.1

Una funcién f es inyectiva si: para todos x1,xo € Dom(f),

N\

f(x1) = f(22) = 21 = 22 (5.45)

o equivalentemente

Ty # 19 = f(21) # f(22) (5.46)

Una funcién inyectiva es denominado también uno a uno.

Ejemplo 5.9.1

Sean las funciones

[ = {(_77 1)7 (_67 0)7 (_37 _1)7 (_27 2)} (547)
g = {(—2, 16), (O, 12), (—3, 16), (1, 10), (2, 13)} (548)

. Las funciones f y g son inyectivas?

Solucién. La funcién f es inyectiva ya que, para todo xi,x2 € Dom(f) =
{=7,—6,—3,—2}, con x1 # x5, se cumple la definicién 5.46.

La proposicién g(—2) # g(—3), es falsa pues, g(—2) = g(—3) = 16, luego

27 3= 9(-2) # 9(-3)
Vv iz

Consecuentemente, g no es inyectiva.
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Teorema 5.9.1: Prueba horizontal para inyectiva

Una funcién es inyectiva si, toda recta horizontal corta a lo mas en un punto.

Ejemplo 5.9.2

/. La funcién k(z) = 2° + 1, es inyectiva?
Solucidén. Sean x1 y xo dos niimeros reales. Entonces

k(z1) = k(z) = of + L =25 + 1 (5.49)
< b =15 (5.50)
= T = T2 (5.51)

Por Io tanto, k(z) = x° 4+ 1 es inyectiva.

Figura 5.36: Graficasde y = 2° + 1,y =22y y = —1.

31Y
y=22
2,
y=a"+1
X
2 1 0 1 2
y=-1

Usando la prueba para inyectiva en k(x), en la figura 5.36, se ve toda recta
horizontal corta en un punto a y = z° + 1, por consiguiente, k es inyectiva.

Ejemplo 5.9.3

. La funcién g(x) = 3 — x, es inyectiva?

Solucién. Para x; = —1 y x5 = 1, tenemos
9(-1)= (-1’ = (-1) =0
9(1)=(1)°-1=0
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Determinemos la tabla de verdad de la proposicion:

g(-1)=g(1) = -1=1
v P

F

Esta proposicion es falsa, por lo cual g no satisface la definiciéon 5.45. Por consi-
guiente, g no es inyectiva.

Ejemplo 5.9.4

Demostrar que la funcién h(x) = —2x + 6, es inyectiva.
Solucion. Sean x, y xo dos niimeros reales. Entonces

h(z1) = h(ws) = —221 + 6 = —225 + 6 (5.52)
= —2x, = —2x (5.53)
= T1 = T2 (5.54)

Por consiguiente, h es inyectiva.

Definicion 5.9.2

Una funcién f: X — Y, es sobreyectiva si satistace la condicién siguiente:

VyeY,Jr e X, f(z) =vy. (5.55)

o equivale a Rang(f) =Y.

Ejemplo 5.9.5

2 3
Sea g : R — R, funcién dada por g(x) = %, /g es sobreyectiva?
75
Solucion. Considere la ecuaciéon
g(@) =y (5.56)

Verifiquemos si es posible despejar la variable x,

223 _
:v3—|—4_y
213 = y(2® + 4)
22° — ya® = 4y
(2 —y) =4y
4
x3:—y7y7é2
2—-y

1/3
4
xz(—y) e
2—y
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Para y = 2, tenemos

2% ;
x3+4
213 = 2(x3 + 4)
22° = 22° + 8
0 = 8 jAbsurdo!

De ahi, 2 no es imagen de ningin valor mediante g, y por lo tanto, g no es

sobreyectiva.

2 3
Sin embargo, si consideraramos h : R — R — {2} con h(z) = ﬁ, entonces
x

1/3
4
para cada y € R — {2}, existe r = (2_y> tal que

o[ ]- g

2—y

Esta funcién es sobreyectiva.
Las funciones g y h, son diferentes apesar que tienen los mismos dominios y reglas
de correspondencia.

Ejemplo 5.9.6

z* — 16

Considere q : R — [—2,0.5), dada por q(z) = 5T 3
x

, /q es sobreyectiva?

Solucion. Reescribimos q de la forma:

gt —16 at+4-20 1 10
274 +8  2(zt+4) 2 at+4+4

Determinemos el rango de q:

reER=2">0
—=zt+4>4

10 10
< D
+4 " 4
10 )
_ > 2
xr+4 = 2
1 10 1 5
Z_ > _Z—_9
2 rt4+4 72 2
Adema L 10 <1 0.5. L (x) € [-2,0.5) todo x € R
171 - = — = U.0. — o I
eas,2 A11°73 uego, q(x , , para todo x , O sea,

Rang(q) = [—2,0.5). Por lo tanto, q es sobreyectiva.
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Definicion 5.9.3

Una funcién f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Definicion 5.9.4

Sea f una funcién inyectiva con dominio X y rango Y. La funcién inversa de f
es denotado por f~1 y definida por

[Ty =2 f(z)=y (5.57)

para caday € Y.

Teorema 5.9.2

Sea f una funcion con dominio X y rango Y. La funcion g es inversa de f si y
solo si

' (f(z)) =z, paratodoxr € X y (5.58)

f (f_l(y)> =y, para todoy €Y. (5.59)

Si g es inversa de f, entonces g = f~L.
Demostracion. Queda como ejercicio para el lector.

Ejemplo 5.9.7

¢ Las funciones f(r) = (x —1)" y g(x) = /7 + 1 son inversas entre si?
Solucién.
La respuesta es SI, ya que

flo@@) = f@"+1) =@/ +1-1) =z,
g(f(@)) = g(z - 1)) =[@ - D/ +1=xg,

para todo x € Dom(f) = Dom(g).

Ejemplo 5.9.8

Hallar la funcién inversa de p(x) = —5x + 20.
Solucién.
Escribimos

y = —5x + 20

Despejemos la variable x de ecuacion anterior:

y = =5z + 20 (5.60)
y—20 = —5z (5.61)
— 20
. — =z (5.62)
20 —
LA (5.63)
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Intercambiando x y vy, en esta ultima ecuacion obtenemos:

_20—x
5

p(z)

Figura 5.37: Gréfica de y = p(z) y y = p~(z).

20

\ y:pil(az)

30

Ejemplo 5.9.9

Encontrar la inversa de t(z) = (3 — 2°)'/5.
Solucién. Escribimos

y= (32"
Despejemos la variable x:
y= (32"
¥ =313
W —3 = —gb
3¢5 =a°
(B—y) =z

Intercambiando x y y en la tltima ecuacién obtenida obtenemos

t™Y(z) = (3 — 2°)1/3
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Figura 5.38: Gréfica de y = t(z) y y = t ().

Ejemplo 5.9.10

1. Dibuje la grafica de
s(z) = (z — 3)* (5.64)

2. Use la gréfica de s para dibujar la grafica de s=1.

3. Encuentre la ecuacién de s™'.

Solucion.
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Figura 5.39: Gréfica de y = s(x) y y = s !(x).

FEscribimos

Despejemos la variable x:

y=(zr—3)°
yP=x-3
Yy +3=12x
Intercambiando x por y se tiene
Yy = 3 +3

Por Io tanto, s~(x) = /3 + 3.

Ejemplo 5.9.11

1. Dibuje la gréfica h(x) = 1+ vz + 2

2. Use la gréfica de h para dibujar la grafica de h™.

3. Encuentre la ecuacién de h™'.
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Solucion.
Figura 5.40: Gréfica de y = h(x) y y = h™!(x).
51Y
4 4
y = h(z)
3 4
X
5
El dominio de h, es [-2,4+00) de donde, y =1+ /z +2 > 1.
Escribimos
y=hlz)=1+vz+2,y=>1
Despejemos la variable x:
y=14+vor+2,y>1
y—1)?=z+2,y>1
Intercambiando x por y:
=(z—-12-22>1
Por lo tanto, h™'(z) = (z — 1)? — 2, > 1.
5.10. Funciones racionales
Una funcioén racional es la expresion:
P(x)
R(z) = , (5.65)
Q(x)
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donde P(z) y Q(x), son polinomios.

Ejemplo 5.10.1

Las expresiones

3r—9 2 —x—12 2z + 19
— R = — = —
(z) z+2  1ts(7) x2 42z —11

Ry (z) (5.66)

T x4 27

son ejemplos de funciones racionales.

Ejemplo 5.10.2

La funcién g(x) = —, es racional. Determine el comportamiento cuando x tiende
7

a oo 0 0.

Solucién. Veamos los valores de g(x), para x préximos a 0:

| =

1

9(05) = o =2 §(~05) = —= = 2
9(0.25) = & —4 9(—0.25) = ﬁ — 4
9(0.1) = Oil — 10 g(=0.1) = —% — 10
4(0.01) = ﬁ — 100 4(=0.01) = —100
9(0.00001) = - 01_5 — 100000 4(=0.00001) = 100000
¢(0.00000001) = 101—8 = 100000000  ¢(—0.00000001) = —100000000

tenemos

r— 0t = g(z) — +o00
r— 07 = g(z) — —o0
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1
Figura 5.41: Grafica de la ecuacion y = —.

Mientras, los valores de g(x) cuando = es préximo a +0o son:

1 1

==-=1 )= — =1

o) = 1 o(-1) =~

(100) = L _ oot (—100) = L _ oo
g 100 g ~T100

1

10°) = — = 0. 1 —10%) = = —0. 1
9(10°) = = = 0.0000 9(~10°) = —== = —0.0000

De esto, se obtienen

T — 00 =>g(z) — 0
r — —00 = g(z) — 0

Asintotas

Definicion 5.10.1

Sea y = f(x) una funcién. La ecuacién x = a, es una asintota vertical de f si:

[ r — ot = f(zr) — o0 (5.67)
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Figura 5.42: Grafica de la ecuacion y = f(x), f(z) —
—oo cuando x — a”.

Definicion 5.10.2

Sea y = f(x) una funcién. La ecuacién y = b, es una asintota horizontal de f si:

r — oo = f(z) — b ] (5.68)

Figura 5.43: Grafica de la ecuacion y = f(z), f(z) —
b, cuando r — +o00.

- _y_:.b_._._._._._._._._._._‘.m
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Definicién 5.10.3
_ _ p(x) iy B ,
Seay = f(x) = M, una funcién con grad(p(z)) — grad(q(z)) = 1. Aplicando
algoritmo de division
p(x) = q(z)(ax + b) + r(z) (5.69)
q(x)’ '
r(z) .
donde grad(r(z)) < grad(q(x)). Como @) tiende a cero entonces
q(x
r(z)
x%im:f(w):m—)ax—i—b (5.70)

Figura 5.44: Gréfica de la ecuacion y = f(z), f(zr) — ax + b, cuando
xr — Fo00.

La recta y = ax + b, es llamado asintota oblicua de la funcién y = f(x).

Ejemplo 5.10.3

2
Sea h(x) = ’ +76. Determine las asintotas de de h.
x p—

Solucién.
(20 +6)+(z-7)=2+
—2xr+ 14
20

20
z—"7

Como 2 + 6 20
i SR S SR, N U (5.71)
xr—"17 r—17

entonces y = 2 y x = 7 son asintotas horizontal y vertical de la funcién y = h(z),
respectivamente.
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Figura 5.45: Grafica de la ecuacién y = h(z), asintotasy = 2,y z = 7.

Ejemplo 5.10.4

Considere la funcién 62 )
T — T+
= 5.72
s() 3x% 4+ 5x — 2 (5.72)
Solucion.
Factorizando el denominador:
322 + 5z — 2= (3z — 1)(z + 2) (5.73)
Esto indica que las rectas x = % v © = —2 son asintotas verticales.
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Figura 5.46: Gréfica de la ecuacién y = s(x), asintotas y = 2, x

g — A
.L—3.

62> = 2 1 2
2 pte Y ote

s(:v):?)x2 Py = F—4 — 2,z — £00 (5.74)
2 e e v

este comportamiento define una asintota y = 2, de la funcién y = s(x).

Ejemplo 5.10.5

Sea la funcién
2?4+ T7x 410

— (5.75)

j(z)
Determine las asintotas.
Solucion.

Se observa que x = 1 es una asintota vertical de j. Dividiendo
18
( x2+7x—|—10>+(aj—1) =r+8+ ——
5 z—1
—z° +z
8z + 10

—8x +8
18
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Figura 5.47: Gréfica de la ecuacién y = j(x).

Luego,

2 4 7+ 10 18
%:x+8+—1—>x+8,x—>ioo (5.76)
xr — xr —

implica que y = x + 8, viene ser asintota oblicua de y = j(z).

Ejemplo 5.10.6

Considere la funcion

(5.77)

Determine asintotas.

Solucion.

( x® — 223 + 442 —a:+1) R (x4—|—x2+1) =+
—z® —Z3 —z

—3x3 4422 -2+ 1

—3x34+4x2 —2x+1
r+x2+1
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Figura 5.48: Gréfica de la ecuacién y = t(z).

Como z* + 1* +1 = (2? + %)2 + % > ( entonces no existe asintota vertical. Por
otro lado, t(z) tiende a +oo, cuando x — +o0, por lo que t no tiene asintonta
horizontal.

Segtin la division dada tenemos

20— 223 +4x2 —z+1 —3rd+4x2 —2x+1

i+ 22 +1 i+ 22 +1
L l(BrioAed
7 1+xi2+w—14

2 — 223 4+ 422 —x + 1

De donde 21

, se aproxima a y = x cuando r — +00. La

recta y = x es una asintota de la funcién y = t(x), ver la figura 5.48.

5.11.

Funciones exponenciales

Definicion 5.11.1

La funcion exponencial de base a, se define de la siguiente manera

[ flz)=a", a>0,a+#1. ] (5.78)
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Figura 5.49: Grafica de y = a”, a > 0, a # 1.

Ejemplo 5.11.1

Graficas de funciones exponenciales y = a*, para a = 2, 3,5, 9.

Figura 5.50: Grafica de las funciones y = 2%, y = 3%, y = 5" y y = 9".

Ejemplo 5.11.2

Considere el modelo crecimiento logistico:

B A
1+ Ce B’
donde 3, A y C' son constantes positivos. Para la poblacion de abejas en una

colmena se cumplen \ = 2400, C' =11 y f = 0.2 y x se mide en anos. Las abejas
se introdujeron en el colmena en el tiempo x = 0.

P(z) (5.79)

1. ;Cuantas abejas fueron introducidos inicialmente en el colmena?

Alex Aro & Oscar Santander 189



\ﬂ"‘DI PERO

=SS = Capitulo 5. Relaciones y funciones

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA-

2. Encuentre la poblacion de abejas después de 50 anios.
3. Dibuje y = P(x).
4. ;A qué valor se aproxima P(x), cuando z tiende +oc?

Solucion.

1. Como A = 2400, C' =11 y 8 = 0.2 entonces

2400
= T4 11020
2400
-~
=200

P(0)

Se introdujeron 200 abejas, al inicio.
2. P(50) es la cantidad de abejas después de 50 anos, de donde

2400

1+ 1le 0260
2400

1+ 11e-10
= 2398.80 ~ 2399

P(50) =

3. El grafico del modelo poblacion es dada por

Figura 5.51: Grafica de y = P(z).

2400
Yo T 1le 02

-60 -50 -40 -30 —éO -100 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
-200 4
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4. Siendo x — 400, la expresién e ***, tiende para 0. Consecuentemente,

2400 2400

= — = 2400
14+ 1102z 14+0

r — +00 = P(x)
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5.12. Funciones logaritmicas

Definicion 5.12.1

El logaritmo de base a, denotado por Log, es definido por

y=Log,z <= a'=1 ] (5.80)

donde a >0 y a # 1.

Teorema 5.12.1

Invl) Sea a > 1. Entonces y = Log, z, es funcién inversa de la exponencial y = a”
si y solo si, y = a” es funcién inversa de la funcién y = Log, .

Inv2) Sea 1 > a > 0. Entonces y = Log, x, es funcién inversa de la exponencial
y = a” siy solo si, y = a® es funcion inversa de la funcién y = Log, .

La funcién logaritmo Log,, es funcién inversa de la exponencial su grafica se obtiene
esbozando la imagen de la reflexion de la exponencial mediante un espejo colocado en
y = x, como se observa en las figuras 5.52 y 5.53.

Figura 5.52: Gréficas de y = Log, x y y = a”, con a > 1.

y = Log.x
a>1

|
w
|
N
|
N
[}
-
N
w
EN
&)

-2 4

-3 4
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Comportamiento de Log,, para a > 1:

r — 0t = Log,z — —o0
xr — +00 = Log, * — 400

Figura 5.53: Graficas de y = Log,z y y = a*, con

1>a>0.

y==x

Comportamiento de Log,, para 1 > a > 0:

r — 0" = Log, * — +00
r — +00 = Log, x — —o0

Por definicién se verifica las siguientes propiedades:

’ Log,1=0 (5.81)

Log,a =1 (5.82)
[ Log,a” = x (5.83)
a8 = g 1 > 0. (5.84)
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Teorema 5.12.2

Sean x y y son reales positivos con a > 0, a # 1. Entonces

Lgl) Log,(ry) = Log, v + Log, y

Lg2) Log, (%) = Log,  — Log, y

Lg3) Log,(a¥) = y Log, «

Log,
Lg4) L = ——
g4) Log, o = 7 b

Lg5) Log,z =Log,y <=z =1y

Demostracion.

Lg1) Considere zy = Log, x y zo = Log, y, por definicién 5.12.1 tenemos a** = x
v a® = y. Luego,
z1+22

= a™a*

a

y por definicién 5.12.1, se tiene Log,(zy) = z1 + 22 = Log, x + Log, v.

Lg2) Sean z; = Log, x y zo = Log, y, por definicién 5.12.1 se obtienen a** = x y
a®> = y. Ahora,

21
_ _ a
a2 = gflqg 2 = —

a*? Y

z

y) = 21—%y = Log, v—

Nuevamente, por definicion 5.12.1 se concluye Log,, (
Log, y.

Lg3) Sea z = Log, x entonces a* = z. Elevando ambos lados por y se tiene (a*)¥ =
xY, es decir, a®¥ = x¥. Por definicién 5.12.1, Log, ¥ = zy = y Log,, x.

Lg4) Sean z = Log, x y w = Log, a. Entonces b* = x y b* = a. Luego,

L
Por definicién 5.12.1, Log, © = o vk
Log, a

Lg5) Como Log, x = Log, y y por definicién 5.12.1 entonces

Log,

a Y=g

y aplicando la propiedad (5.84), © = y.
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Logaritmos en base 10 y en base | e = 2.7182818284... |seran denotados por:

Logx = Log,, x ] (5.85)

Inx = Log, ] (5.86)

Las propiedades obvias de logaritmo natural son:

Ejemplo 5.12.1

Hallar:
1. Log, 4096

2. Log, /381

1
3. L0g5 (E)

Solucion.
Log, 4096 = 12 equivale a 4096 = 2'2
1 —4
Log; /381 = —4 equivale a (§> =381

1
L — ) = -3 equivalea 5% = —
085 < ) equivale a 125

Ejemplo 5.12.2

Encontrar x, en la ecuacion:

%
Log.x + 3 Log.8 = ; Log.4 + 2Log, 2, (5.87)

conc>0,c#1.
Solucién. Aplicando las propiedades de logaritmo, tenemos:

2

3

Log, « + Log, 8%/% = Log, 4*? + Log, 2°
Log, 83z = Log, 4%/%2?

3
Log.z + - Log,.8 = 3 Log.4 + 2 Log, 2
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Usando el Teorema 5.12.2: Lg5), a la tltima ecuacién anterior, se obtiene

82/31: — 43/222

(22)3/222
(23)2/3
25
T=
T =28

Por lo tanto, x = 8 es la solucién de la ecuacién (5.87).

Ejemplo 5.12.3

Resolver:

Log;(3z — 1) — Log;(3xz + 1) =1 (5.88)
Solucién. Como
Log;(3z — 1) — Log,(3xz + 1) =1

3r—1
Logr (333+ 1) = Logr 7

entonces por Teorema 5.12.2: Lg5),

3r—1

3x+1:

3z—1=73z+1)

3r—1=21lz+7
3r—2lr=7+1

—18z =8
r=—=
9
o 4 P >
Por consiguiente, x = —5 & solucion de la ecuacién (5.88).

Ejemplo 5.12.4

Sea sabe que h(z) = e** + b, con h(0) =2 y h(ln2) = 5. Calcular h(ln 64).
Solucion.
Usando condiciones tenemos

2="h(0)=e*+b

=1+0b
De ahi, b = 1. Ademas, por otra condicién
5=h(In2)
=2 41
=274+1
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esto da a = 2. Por consiguiente, h(z) = e** + 1.

Figura 5.54: Gréfica de y = e” + 1.

Ahora,

h(ln64) = 26 11
— 61n212 +1
=22 41
= 4097
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5.13.

1. Funcién seno:

Funciones trigonométricas

[ sin: R — [-1,1], z —— sinz,

donde Dom(sin) = R y Rang(sin) =

Figura 5.55: Grafica de y = sinz.

~1,1].

y =sinz
/N,

-5m/2 2w -3m/2 = -m/2
-1

m 2 Wﬂ 5m/2 3W

2. Funcion coseno:

cos: R — [—1,1], x — cosz,

donde Dom(cos) = R y Rang(cos) = [—1, 1].

Figura 5.56: Gréfica de y = cos .

21Y

Y = Ccosx
'rr\'r/lz érr SHW/Z 4‘1'r

3. Funcién tangente:

tan:R—{g(Qk—Fl):keZ}—>]R,3:|—>tana::

sin x

cosx’

donde Dom(tan) = R — {g(%‘ +1): ke Z} y Rang(tan) = R.

(5.89)

(5.90)

(5.91)
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Figura 5.57: Grafica de y = tan x.

4. Funcién cotangente:

donde Dom(cot) = R — {wk : k € Z} y Rang(cot) = R.

cot :R—{rk:ke€eZ} — R, z— cotx =

COS X

sinz’

Figura 5.58: Gréfica de y = cot x.

(5.92)

i i Y i i i
. . - ly=cotz. .
| | | | |
. . 24 . . .
| | | | |
| | | | |
| | 1 | | |
| | | | |
l l l l L\ X
-5\ 2 ?ﬂ -3m\2 -i1T m/ I'r 3m :i 5m irr 7m
I I I I I
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
i i i i i
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5. Funcion secante:

1

cosx’

(5.93)

sec:R—{g(2k+1):k‘EZ}—>R,xl—>secx:

donde Dom(sec) = R — {g(Qk +1): ke Z} y Rang(sec) = (—o0, —1] U [1, +00).

Figura 5.59: Grafica de y = cosx y y = secx.

6. Funcién cosecante:

1
csc:R—{nk:keZ} — R, x> cscx = —, (5.94)
sinx

donde Dom(csc) =R — {7k : k € Z} y Rang(csc) = (—o0, —1] U [1, +00).
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Figura 5.60: Gréfica de y = cscx y y = sin .

-m/2 Q0 w2

y =sinz -

Ejemplo 5.13.1

Considere
h(xz) = 2sin(z) + 4, (5.95)

halle dominio y rango de h.
Solucién.Como sin, estd definida en todo R, entonces Dom(h) = R; para encon-
trar el rango usemos que sin(x) € [—1,1], de esto,

—1 <sin(x)

—2 < 2sin(x)
2 < 2sin(z) + 4

IAIAIA

1
2
6

Por lo tanto, Rang(h) = [2, 6].
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5.14. Funciones trigonométricas inversas

T1) Funcién arcseno: la funcién arcsin, estd definida por

y=arcsinz < siny =x Ay € [—g,g] (5.96)
Dom(arcsin) = [—1, 1] (5.97)
Rang(arcsin) = [—g, g] (5.98)

Figura 5.61: Gréafica de y = arcsin(z).

Y
y = arcsin(x)
m/ 2 A
y =sin(z),z € [- =, z]
2
X
—‘11 —1T‘/2 1'r)2 1‘1
-/ 2
T2) Funcién arccoseno: la funcién arc cos, esté definida por
y=arccost <= cosy =z Ay € [0,7] (5.99)
Dom(arc cos) = [—1, 1] (5.100)
Rang(arc cos) = [0, 7] (5.101)
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Figura 5.62: Grafica de y = arc cos(x).

y = arccos(x)
m/ 2

X\

P 0 ™ ™ ’

y = cos(z),z € [0, 7]
T3) Funcién arcotangente: la funcién arctan, estd definida por
T
y = arctanz <= tany =x Ay € (—5,5) (5.102)

Figura 5.63: Grafica de y = arctan(z).

smi24 Y

=

= arctan(x)

—éﬂ —3Tr‘ /12 —‘TT 1‘1 3m ‘/ 2 én

3

e = e s
N
=]

— e —
N

.................. e

~

|

|

o

y = tan(z),z € (— |
|

ol
ol 3

=31/ 2 A
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Dom(arctan) = R
— (-

)

Rang(arctan)

Y

ro| 3
bo|

T4) Funcién arcocotagente: la funcién arc cot, estd definida por

y = arccotx <= coty =z Ay € (0, )

Dom(arccot) = R
Rang(arc cot) = (0, 7)

Figura 5.64: Grafica de y = arc cot(x).

y = arccot(x)

(5.103)
(5.104)

(5.105)

(5.106)
(5.107)

T5) Funcién arcsecante: la funcion arcsec, estd definida por

y =arcsecx <= secy =x Ay € [0,7] — {g}

Dom(arcsec) = (—oo, —1] U [1, +00)
Rang(arcsec) = |0, g> U (g, 7]

(5.108)

(5.109)
(5.110)
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Figura 5.65: Grafica de y = arcsec(x).

y = arcsec(z)

i — — — o — — - T A AN

i X
- .y 0 I 3m/2
|
!
!
-m/2 4 I
: = sec(z),z € [0, 7] — {g}

| I
=TT .
1

T6) Funcién arcocosecante: la funcién arc csc, estd definida por

Yy =arcescr <= cscy =T Ay € [—g,g]—{O} (5.111)
Dom(arc csc) = (—oo, —1] U [1, +00) (5.112)
Rang(arc csc) = [—g, 0) U (0, g] (5.113)

Alex Aro & Oscar Santander 205



WUR! PER

— S — Capitulo 5. Relaciones y funciones

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

Figura 5.66: Grafica de y = arc csc(x).

Y
h
T

= cse(z),a € [~ =, =]~ {0

y=esela)a e[ 2. 7] {0)
m/2

y = arcesc(x)
T /2 0 w2 ™ 3m/2 X

m/2
T

Ejemplo 5.14.1

Dibujar el grafico de
y= |% — arctan(z — 2)| (5.114)

Solucién.

Figura 5.67: Gréfica de y = |} — arctan(z — 2)|.

3/ 2+ Y

y=] % — arctan(x — 2)\"7

7 y = arctan(z)
™ 2
‘ ‘ | | X
° - 2 4 6 8 10
T
y = — —arctan(z — 2)
y = arctan(z — 2) 2] y = —arctan(x — 2)

-7
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Ejemplo 5.14.2

Encuentre el dominio y el rango de la siguiente funcién trigonométrica:

g(x) = arcsin (xzx; 1) (5.115)

Solucién. FEl argumento de la funcion g debe encontrarse dentro del intervalo
[—1, 1], esto genera dos inecuaciones:

2 _ 2 _ 2 _
_1§:1: 1§1_—_>:c 12_1/\35 1§1
x x T
2 _ 2 29 _ .2
il A Yk bk P
x x
2z% — 1

1
>0A—— <0
X X

D)

Figura 5.68: Grafica de y = arcsin (L’l)

2

3m/ 2

()
Yy = arcsin 5
X
m 2
\ / X
i s .‘4 5 \0 { : : ; )
-1/ 2

1
Como z € (—o0, —\/Li] U [\%, +o00) resulta que |x| > —=. A partir de eso se tiene

V2

1>1-— — = —1 y siendo arcsin creciente obtenemos
z

1
—g = arcsin(—1) < arcsin (1 - ?) < arcsin(1) = g

De donde, Rang(g) = [—= z).
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Ejemplo 5.14.3

Hallar el dominio y el rango de la funcién

k(z) = % (5.116)

Solucién. Observe que

arccos(2x) =0 <= 2z =cos0=1A2z € [-1,1]

= ! ANz €| ! 1]
B==NABE ===

2 272

11
Consecuentemente, Dom(k) = [—5, §>
Siendo
_arcsin(2z)  § —arccos(2z) T 1
A cos(2z)  arccos(2z)  2arccos(2z)

1
tenemos para todos los valores de = € [—5, 5), se cumple

1

arc cos(2x)
T

0 <arccos(2zr) <7 = >

1
s

1
>z
2arccos(2x) — 2

s 1
T 1>_=
2 arc cos(2x) - 2

1
Desde el ultimo desigualdad, Rang(k) = [—5, +00).

arcsin(2x)

Figura 5.69: Grafica de y = ———2%.

arc cos(2x)

% |
2] i
I
1.5 - I arcsin(2z)
i arccos(2x)
14 |
I
0s] |1
I
i X
2 15 -1 05 0j5 1 15 2 25
I
0.5 | -
I
I
-1 |
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5.15. Ejercicios propuestos

Tarea para casa:

#31. Sean A ={e, f,g}, B=1{4,5,6} y C = {4,5,6,7}. Determine cada uno de

los siguientes conjuntos:
a) BxC

b) Ax (BUC)

c) Ax (BNC)

d) (AxB)U(AxC(C)

e) (Ax B)n(Ax ()

f) Ax (B xC)

£32. Sean las relaciones:
Rl = {(L 1)? (_17 5)? (_17 0)7 (07 2)’ (37 _2>7 (87 2)7 (47 2)’ (57 6)7 (37 _1)7 (97 8)}
y R2 = {(_27 3)7 (2> O)a (_L 5)? (87 9)7 (7> 5)a (67 7)7 (87 2)> (27 4)? (_27 3)}
Hallar Dom (Rl—l - RQ) N Dom (R1 — R;l)

#33. Demuestre las siguientes afirmaciones:

reXANyeY = (z,y) € PIP(XUY)]
XxY={2:2ePlPXUY)ATzeX,FyeY, z=(z,9)}

#34. Demuestre que:

BCcC=AxBCAxC(C
ACCANBCD= AxBc(CxD
(ANB)x (CND)=(AxC)Nn(B x D)
AXxA=BxB=—A=2DB

a
b
c

)
)
)
d)
£55. Sean A # () y B # 0. Demuestre que:

ACBANCCD<< AxCcCBxD

£56. Considere las relaciones:
R1={(M, M),(L,N), (O, P), (N, P),(N,N),(R,S),(S,9)}
Re ={(L,L),(0, P),(M,S), (N, R),(S,5), (M, P),(M,S)}
Hallar Dom(R;) N Dom(R;) — Rang(R) N Rang(R;").

£97. Calcular:
B [3.5] + 2[—2.5] + [7]

M= [2.1] + [-3.5]
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£58. Hallar:

E= \/\/\/5[[5‘99]] + 3[—2.58] + [5.5] + [—1.6]

#59. Para cada de las siguientes relaciones en Z, verificar si es una relacién de
equivalencia o no.

a) Ri={(z,y) €EZXZ: :x+y<2}
b) Ro={(z,y) €EZXZ: 2=y}
¢) Rs={(z,y) EZ XZ:x+y es impar}
d) Ra={(z,y) EZXZ:z=—-yVa=y}
e) Rs={(x,y) €EZXZ:x*+y*>0}
f) Re ={(z,y) € Z X Z : x es multiplo de y}
#310. Determinar dominio y rango de las siguientes relaciones:
a) Ri={(z,y) e R?: 2? = 4y}
b) Ro={(z,y) € R* : x + 2y = 8}
c) Rz ={(z,y) e R? : y = /9 — 22}
d) Ra={(z,y) eR?:y =z —2] + 1}
e) Rs={(z,y) eR?:y=(z —2)> +1}
f) Re={(z,y) eR? 1y = |z — 1| + |z + 6]}
9) Rr={(z,y) eR*:y > |2z — 1| — [z — 8|}
h) Rg={(z,y) eR?: |y —1|+ |z +2| < 1}
i) Ro={(z,y) eR?: |y| — |[v+2| <3,z +y <5}
§) Rio = {(z,y) e R? :sin(y) <z —y,—2 < x < 2}
k) Riu={(z,y) eR*: |z| —y > 2,z +y > 1}
£311. En las siguientes relaciones de X = {a,b,c,de, f,g} al ¥ =

{A,B,C, D, E, F}, seniale cudles son funciones.
a) Ri={(a, B), (b, B),(¢, D), (e, B), (f, E)}
b) Re ={(a, A), (b, D), (b, B), (¢, F), (e, B), (f,C)}
¢) Rs={(a,B),(b,B),(c,C), (e, E),(f,F)}
d) Ry ={(a, 4),(b,B),(c,C), (e, E), (f, E), (9, D), (a, B)}
e) Rs ={(b,B),(¢,B),(b,D),(f, B), (9, E), (a, F), (e, B)}

#512. Demostrar que : si para todo nimero real A > 0,
Hy={(z,5) ERxR: 2%+ <71}

entonces (| Hy = {(0,0)} y |J H\» =R

A>0 A>0

210 Alex Aro & Oscar Santander



WUPL PERy;

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

Capitulo 5. Relaciones y funciones

-3 siz < -5, 4 sixz <0,
#13. Seanf(x){ 1 si —5<x<0, yg(x){ 1 si0<axz<4, Ha-
20 siz >0 -3 sixz>4
llar:
f(=5) + f(0)

~ g(@) +9(2) + 9(3) + 9(0)

202 -3 siz< -1 : [x—1] siz<2
14. Sean i(z) { 1-z siz>-1 Y@ {|—ﬂ+1 siz>2

Calcule:
(h+4)(2) + h(—2) +j(—3.2) + h(-1)

L= 7(1.2) + h(2) + 2

#915. Determinar dominio de cada una de las siguientes funciones:

a) filx) =+vz?+5x—24
b) folz) = Va2 — 8z — 9+ Vo2 — 3z — 40

) i) = [
4) fu(z) = |[Va? = 16|
) folz) = ﬂg‘ng;‘f”‘

1) fo(@) = /la? = 25] ~ o +-2|

#£316. Determinar rango de cada una de las siguientes funciones:
a) g1(z) = /33 + 8z — 12
) @) = |2 [F] -9

4
c¢) g3(x) = sgn <x2 — Ay — 32) + [[

2x—8ﬂ
z+1

#317. Use contraccion, alargamiento y translacion de funciones elementales para
graficar las siguientes funciones:

a) fi(z) =3(x—-1)* -7
b) fo(z) =0.25(x —2)% +4
c) fa(z) = |z +2[+7
4) fulw) = 2[1 — ] + J2]

e) fs(x) = |22% — 8z + 18|
f) fo(z) = —€” 42

g) fr(x) = 0.5sin(2z — 10)
h) fs(x) =—2In(x —4)+6
i) fo(z) = Logy(x —1) +9
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7) fio(x) = |2 Logs(z® — 8z — 7)| +0.25
#318. Graficar las siguientes funciones:

a) hi(z) =sgn (2% —9) + [z — 2]
b) ha(x) = [1 — 2]

¢) hs(x) = [a] + [-z + 1]
) ha(z)

) hs(x)

2\ T

d) hy(x :H[\/x—Bﬂﬂ
e) hs(z) =[1—2z] + |z — 1]
—|x +10] +20 si z < -2,
f) he(z) =1 ||z* — 42 +20] — 20| si —-2<z<2,
25 81 z > 2
|2 — x|+ |3z — 1] si x> 1,

2—z+1 si 1<z<2,
[t —1] si 2<x <5,
Mlz+ 1| —4] si x>5

9) ha(x) =

#319. Determinar el dominio, el rango y la grafica de la funcién:

[z]? = [z] +2 si 0<z <4,
L(x) = VI+a2+3 si 4<z<6
—4r+2 si -2<x<0

1
£320. Sea H(x) = . Determine f, g, h y j tales que H = fogo

1+4/1+

(h+3).
#521. Verificar si cada una de las siguientes funciones es uno a uno (inyectiva):

a) f(z)=3—2z
b) g(x) =23 —z+1

1
) i) = =5
d) j(z)=1—+x -2
- 5

£922. Sea h : [0,+00) — R, dada por h(z) =

inyectiva.

ypy Demuestre que h, es
x

4323, Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) La funcién f: X — Y, es sobreyectiva,
b) Para todoy €Y, f~(y) # 0;
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c) Para cada ¢ € Y, la ecuacion f(z) = ¢, para valores x € X, tiene al
menos una solucion.

x3 — 2
3+

£324. Sea p : R — [-2,1), dada por p(z) =

yectiva? Justifique su respuesta.

. La funcién p, es sobre-

£325. Sea g : R — R, dada por

(z) = 44—z sixz >0,
T =\ (2-2)? siz<o.

Demuestre que g es biyectiva. {Qué es g=1?

£926. Sea j: R — R, dada por j(z) = —2[z] + cos[r([z] — x)]. Demuestre que
7, es inyectiva.
#3527, Demuestre las siguientes afirmaciones:

1
I+1<\/§+1.

a) Siz > V2 + 1 entonces
x J—

b) Si X = (V24 1,400) y Y = (—00,2v/2 + 2) entonces la funcién
f: X —Y, dada por

1+ 22

fl@)=——7

es inyectiva.

4328, Encontrar inversas de las siguientes funciones:

o) Jlz) = =
) @) = o
c) glx) =4—+/x—1
4) hz) = (z +2)°
e) j(x)=14++x—38

£329. Pruebe que: la aplicacién g : N — {0} — Z, dada por g(z) = (—1)* [[gﬂ,
es una biyeccién y obtener g—1.

#530. Demuestre que la aplicacién k : R — {—1,1} — R, dada por k(z) =
22+ 3z +1

2

, es sobreyectiva. Encontrar el conjunto {z € R : k(z) = 0.5}.
x —

2_4
#531. Considere ¢ : [-2,1] — [~1,2], dada por ¢(z) = < oo 2:v Pruebe que g,
s

es biyectiva.
T _ g%

#5332, Considere r(z) = CLT

a) Encontrar el dominio de r.

,cona > 1.
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b) Hallar la inversa de 7.

#3533, Demuestre que la funcién k : R — R, dada por k(z) = ze® L es biyectiva.

T

%
£334. Sea g(x) = e =1 Determine:

a) dominio y rango de g,

b) inversa de g.
33:6 3~z
#535. Considere j(z) = ;
a) Hallar el rango de j.

b) Encontrar la inversa de j.

4
#336. Dada la funcién f : R — {0,2} — R — {0,2}, por f(z) = 2 — e .Cémo
estd dada fo fo f?

#337. Considere h(z) = 22 + 2z — 15y g(z) = { 5x2—i— L :i i i :1’ Hallar

los dominios de go h y h o g, y sus reglas de correspondencia.

#5338, Sean f: X — Y y g : Y — Z funciones. Pruebe las siguientes afirma-
ciones:

a) Si fy g son sobreyectivas entonces g o f, es sobreyectiva.
b) Si fy g son inyectivas entonces g o f, es inyectiva.

c) Si f y g son biyectivas entonces g o f, es biyectiva.

#3939, Sea f: X — Y y ¢g:Y — Z funciones. Pruebe que:

a) Sigo f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva.

b) Si go f es inyectiva, entonces f es inyectiva.

Dar contraejemplo, para demostrar que las reciprocas de cada una de las
afirmaciones a) y b), no es verdadero.

#540. Sean j y h funciones definidas por

|t +3|—1 si —4<z<0,
jlx) = =2 sio 1<z <4Nnz#3,
dsgn(—z) si  x=3V]|z| >4

444

i) = r—2 si x<—6Vax>2,
Y7 sen(z?) si —l<z<2

Hallar ho j y jo h, y sus rangos.
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[t —2] si ze€/(0,5],
£41. Sean  f(z) = (x+3)* si ze (-8 -2, y glz) =
Vaz—4 si oz e (=2,00U(5,9).
2c —1 si x <0,
|t —2| si 0<az<1, Hallar fogy go f,y sus dominios.
-1 si z>1
—2r+4 sizx <7,
£342, Sean  f(z) = l—z+z| si —7<z<0,, g(x) =
vVe+8 siz >0
3lz —4] six <0, 2—z siz <0,
[1—2z] si0<z<2, y h(x) = 1 si0<xz<3, Ha-
2 —2 six>2 —|lz—=1 siz>3

llar fogohy hogo f, y sus dominios.

#343. Determine asintota de cada una de las funciones:

) fir) = T

D) folz) = z? +xli:v9+ 35

) A= S
B filr) = 5

) fola) = 23

x

=" d>1.
d= + 1

#944. Sea la funcién h(z)

a) Encontrar el dominio de h(x).
b) Hallar el rango de h(x).
c) Graficar h, para d = 5.

a) gi(z) = Logy(z? — 16)

b) g2(z) = Log,(v27 — 2?)

¢) gs(z) = Logg(y/[1 — =?])

d) gs(z) = Logy; (2% — 25) + Log;5(144 — 2?)
e) g5(z) = Logy([5z + 9] + 6)

f) g6(z) = Logs(e*™® —z + 3) + 10

9) gr(x) = JLog <5x . x2>

#545. Graficar, encontrar dominio y rango de las siguientes funciones:

Alex Aro & Oscar Santander

215



WUPLPER,;

T — Capitulo 5. Relaciones y funciones
T T e

#346. Una empresa intenta dar a conocer un nuevo producto al mayor niimero de
personas posible mediante publicidad televisiva en Lima metropolitana con
2 millones de posibles espectadores. Un modelo para el niimero de personas
S (en millones) que conocen el producto después de ¢ dias de publicidad
resulto ser

S(t) = 2(1 — Ae 2037,

Al inicio conocen 1000 personas sobre publicidad. Grafica esta funcién para
t € [0,50], ja qué valor se aproxima S cuando t aumenta sin limite?

#4347, En un experimento se contabiliz6 243, mosquitos el primer dia y se demostré
que la cantidad de mosquitos se triplica cada dia, jen qué dia habrad 59049
mosquitos? jcuantos mosquitos habra en el dia 127

#348. Dado el modelo

C(t) = Ipa®" ™",

determina, la cantidad de infectados acumulados desde inicio de la pandemia
en el dia . En una ciudad, inicialmente se registré 2431, infectados por
Covid-19 y durante los siguientes dias tiene comportamiento del modelo
C, con parametros 8 = 5.0 y 8 = —0.25. Determine a y encuentre la
cantidad de infectados por Covid-19, durante los primeros 180 dias después
de haberse propagando el virus. ;Qué sucede con el modelo cuando ¢, es
suficientemente grande?

#£349. El costo de produccién de z articulos viene dado por la ecuacién C(x) =
222 — 400z + 20000, determinar el nimero de articulos producidos al costo
minimo asi, como dar el costo minimo.

£550. En la tabla 5.1, se muestran los gastos anuales de ESSALUD (en miles de
millones de soles) por parte del gobierno de Pert, para afnos seleccionados
desde 1965. Sea x la representacion de los anos desde 1965.

Anos Soles(S/.)

1965 23
1975 35
1985 23
1995 104
2005 187
2015 271

Tabla 5.1: Gastos de ESSALUD

a) Encuentra un modelo de regresién exponencial y = ab”, para los datos.
Estime (con una aproximacién de mil millones) los gastos anuales en

2025.

b) {Cuédndo se alcanzarén los dos billones de soles de gasto anual?

#4351, Los ntimeros Fibonacci (fi)5e, son definidas por fy =1, fo=1y

fn = fa-1+ fa—2, paran > 3.
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a) Calcular f5y fis.

b) Pruebe que: j ésimo ntiimero de Fibonacci es dado por:

=55

£952. Determine g(f(z)) v f(g(z)), y sus dominios.

a) f(z) =142 —Tx y g(z) =23+ 9

1) fle) = VETFy gla) = L
) f@) = o2y o) = -

d) f(z) = Va2 -9y g(z) =va' -7

) f@) =" ;29”]] Y 8(a) = s
u+m _T+2
) () = f_'g,; o) = 7

#353. Determine el dominio y el rango de las siguientes funciones:

) )= 22" 1
D) gal) = sin(x — ;llz)(;_c(;s)(x —9m)
¢) gs(x) = sec(m — 2x) + csc <72T — 690)
4) g4(z) = | tan(~2z) — 7|
e) g5(x) = [cot(—x) + tan(z)| + 1
f) gs(x) = —|sec(8x — 3m)| + 3
g) g7(x) = |sin(2z — ) — cos <72T — x) ‘

h) gs(x) = cos(z) — sin (;T — Qx)

i) go(x) = — arctan (29& - g) +6

arc cos(x — 6)

1) g0(@) = e — 1)

arccos(z — 1) —

L —
) gu(2) x + arcsin(x — 1)

[) g12(x) = sin(sin(arc cos(z — 2)))

m) gi3(x) = arccos(sin(z)) — 1
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_arctan(z — 2m)
1+ arctan(z + )

n) gia(r)

n) gi5(z) = arctan(x® — 12) + 1

0) gi6(r) = sin(x? — 1) + cos(x? — 4)

p) gi7(x) = \/23: —sin(z —1) —1

q) gis(x) = arccos(x — 2) — arcsin(z — 2)
_arctan(x + 1)

) g10(@) = x? + arccos (z — 1)

5) gao(z) = arc cos(4x) + arcsin(4x)

arcsin(4x)

£54. Sean f(x) =222 — 4o +ay g(x) = 2° — x + b, funciones que se intersectan
en el punto (—2,18). Calcular a + b y el otro punto de interseccién.

#555. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones:

a) Log, x — Log, 32 = —3 Log, 16 4 Log, 4

2 3
b) Log, 6+ Log, z = 5L0g78+§L0g79
d) Logg(—bx + 7) — Logg(2z — 12) =2

)
)
¢) Logys(z 4+ 2) — Logs(x —2) =1
)
e) Logs(x —1) + Logs(z +3) =5
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Matrices

En este ultimo capitulo, explicamos cémo encontrar solucion de sistema de ecuacio-
nes lineales a través de los métodos de eliminacion, forma escalonada fila, Gauss Jordan
y Cramer y al finalizar el capitulo el estudiante serd capaz de encontrar con precision
las soluciones de los ejercicios propuestos de matrices, sistema de ecuaciones lineales y
determinantes. Para la teoria de matrices y sistema de ecuaciones lineales se tomé en

cuenta los libros [1, 2, 3, 11, 16, 19], y para determinantes los textos [7, 17, 23, 27].

6.1. Definicion de una matriz

Definicion 6.1.1

Una matriz, es un arreglo rectangular de la forma:

a;x a2 aiz ... Ay

Q21 Q22 G23 ... Q2m

az Gz2 0az3 ... G3m (6.1)
L Ap1 Ap2 Ap3 ... Ap;m i

Denotamos dicha matriz como [a;;]. Esta matriz se dice que es de orden n x m,
o sea, consta de n filas y m columnas.

Ejemplo 6.1.1

Los siguientes arreglos

1 -3 7 0 3 -1 3
1 0 3|,]-4 5 13 -1 (6.2)
5 2 12 12 -6 2 8

son matrices de 3 X 3 y 3 X 4, respectivamente.
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Matrices de diferentes especies:

ME1). Matriz fila.-es una matriz de una fila con varias columnas. La matriz A es
matriz fila con m columnas si,

A:[al ag Az ...

ME2). Matriz columna.-es una matriz de varias filas y una sola columna. La matriz
B, es matriz columna con n filas si,

b
by
B=| b3

bn

ME3). Matriz nula(cero).-es una matriz cuyas entradas todas son ceros. Es decir,
A = [a;j] es nula si, A = [0].

ME4). Matriz cuadrada.-es una matriz que tiene nimero de filas igual al nimero
de columnas. Es decir,

A =a;j] es cuadrada <= 1<i<n,1<j<n

ME5). Matriz diagonal.-es una matriz cuadrada y todas sus entradas de la matriz
son ceros excepto la diagonal principal. Es decir, D = [d;;] es una matriz
diagonal si, s6lo si, es cuadrado y d;; = 0, para todo i, j, 7 # j.

MEG). Matriz identidad.-es una matriz diagonal con entradas en la diagonal prin-
cipal todas iguales a 1.

MET). Matriz triangular superior.-es una matriz cuadrada y todas sus entradas
debajo de la diagonal principal son ceros. Es decir, A = [a;;] es triangular
superior si a;; = 0, para todo ¢, 7, 7 > j.

MES). Matriz triangular inferior.-es una matriz cuadrada y todas sus entradas
encima de la diagonal principal son ceros. Es decir, A es triangular inferior
si a;; = 0, para todo 7, j, i < j.

Definicion 6.1.2

Sean A = [a;j] y B = [b;;] matrices de n x m. Se define:

[ A=B<=a;; =b;,Vie{1,2,3,...,n},Vj € {1,2,3,...,m}, ] (6.3)

en este caso, se dice que A y B son matrices iguales.
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Ejemplo 6.1.2

Sean A = [ g o —Hi ] v B= [ v g j ] matrices iguales. Encontrar 2x — 5y +

z.
Solucion.

IS

Sumando ecuaciones (1) y (2), tenemos 2x = 6, o sea, x = 3; reemplazando en
(1) el valor de x, se obtiene y = 1. Por lo tanto,

2¢ — by +2=2(3)—5(1)+1=2.

6.2. Suma de matrices

Definicion 6.2.1

Sean A = [a;j] y B = [b;;] matrices de n x m. La suma A + B, se define por:

Ejemplo 6.2.1

. -2 4 12 -7
C’ons1dereA—[ 3 —8])/3_[23 2].HallarA+B.

Solucién.
-2 4 12 -7
ATB=1 3 —8]+[23 2]
[ —2+12 4+(-7)
| 3+23 -8+2
~[10 -3
~ 126 —6

Teorema 6.2.1: Propiedades

Sea M,xm(R), el conjunto de todas las matrices de n X m con entradas reales.
Entonces

SM1). A+ B=B+ A, VA, B € Mxn(R) (Conmutativa)
SM2). A+ (B+C)=(A+B)+C, A B,C € My, (Asociativa)

SM3). 3'[0] € Myxm(R) : A4+[0] = A,VA € M, xm(R) (Existencia y unicidad de
[0])
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SM4). VA € Myum(R),I—A € Mpym(R) : A+(—A) =
de —A)

[0] (Existencia y unicidad

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector.

Definicion 6.2.2

Sean Ay B en M,xn(R). La resta A — B, es definida por:

A-—B:=A+(-B) (6.5)
Ejemplo 6.2.2
Considere
-1 10 9 3 0 7
A= 5 —9 12 | ,B = 2 —3 15
2 8 20 32 6 4
Hallar A — B.
Solucion.
[ —1 10 9] [ 3 0o 7
A—B= 5 =9 12 | — 2 =3 15
2 8 20 132 6 4
[ —1 10 9] -3 0o -7
= 5 —9 12 | + -2 +3 -15
2 8 2 32 -6 -4
'—1+( 3) 10+( 0) 9+ (=7)
= +(-2) -9+ (3) 12+ (—15)
i ( ) 8+ (—6) 20 + (—4)
[ —4 10 2
= 3 —6 -3
|30 2 16
6.3. Producto de matrices
Definicion 6.3.1
Sean A = [@ijlnxm ¥ B = [bi|mxp matrices. El producto AB, es definido por:
AB =, (6.6)
donde, C' = [ci]nxp ¥ Cit = Za” e
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Ejemplo 6.3.1

1 -2 3 { 1
Sean las matrices H = 0O 7 2|yJ=10
-1 3 1 5
HJ.
Solucion.
1(1) + (=2)(0) +3(5) = 16
1(0) + (=2)(—1) +3(2) =8
1(-1)+ (-2)2+3(—-1) = -8
13) +(=2)(0) +3(2) =9
0(1) +7(0) + (—2)5 = —10
0(0) +7(—1) 4+ (—2)2 = —11
0(-1)+7(2)+ (-2)(-1) =16
0(3)+7(0) + (—2)2=—4
(=1)(1) +3(0) +1(5) =4
(=1)(0) +3(-1)+1(2) =-1
(—1)(-1)+3(2)+1(-1)=6
(=1)(3)+3(0)+1(2) = -1
Por lo tanto,
16 8§ -8 9 ]
HJj=| -10 —-11 16 —4
4 -1 6 —1

. Calcular

MP1). VA € Myym(R), VB € Myxp, YC € My, se tiene
A(BC) = (AB)C
MP2). VA € Myxm(R), VB, C € M,,x,(R) se obtiene
A(B+C)=AB+ AC

MP3). VD, E € Myx,(R), VF € M, ,(R) se tiene

(D + E)F = DF + EF

Solucion. Queda como ejercicio para el lector.

Teorema 6.3.1

MP4). I,A = Al, = A, I,, matriz identidad de n x n y A también de n X n.

6.7)

(6.9)
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Ejemplo 6.3.2

. Es verdad AB = BA ?
Solucién. La respuesta es No. Veamos un contraejemplo:

: 10 3 1
consideremos A = [ 19 1 v B= [ 0 1 ] Luego,

an=[ 33][3 3] 5 5]
sa=[5 2][a2]= 3 2]

Lo cual da AB # BA.

Ejemplo 6.3.3
;Vale la siguiente afirmacion: A # 0O AN B # 0 = AB # 0 ? Justifique su

respuesta.
Solucién.
. . 1 2 -2 =2
Considere las matrices A = | 1| B = {1 |r quenoson nulas.
2

Entonces
1 2 -2 =2 00
as=| 3]0 =00 0]

La afirmacion es falsa.

Ejemplo 6.3.4

.La ley cancelacion: AB = AC' = B = C, funciona para matrices? Justifique
su respuesta.

g . 12 [ o1 (-4 9
Solucién. Consideremos A = ll 2],3— [_1 3] Yc—l 1 _1]'

Observe las multiplicaciones:
1 2 01 -2 7
AB:L 2“—1 3]:l—2 71
1 2 -4 9 -2 7
o= 137 2)-[3 7

Sin embargo, B # C'. Por lo tanto, no funciona la propiedad cancelativa para
matrices.
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6.4. Matrices cuadradas especiales

Definicion 6.4.1

Sea A = [a;;] una matriz cuadrada. Se define la matriz transpuesta:

AT — [aﬂ] (610)

Ejemplo 6.4.1

2 —4 23 9
o o o 0 3 _8 ]_0 T
Considere la matriz K = _3 2 11 2% |- Calcular K*.
1 0 -7 9
Solucién.
2 0 -8 1
r | -4 3 3 0
5 = 23 -8 11 -7
9 10 26 9

Definicion 6.4.2

[ A = [a;;] es matriz simétrica <= A = AT (6.11)

Ejemplo 6.4.2

. La matriz

1 -4 80

-4 8 79

L= 8 7 10 3
0 9 39

es simétrica?
Solucion.
La matriz L, si es simétrica ya que L = LT.

Definicion 6.4.3

A es matriz periédica <= 3n € ZT /A" = A (6.12)

n, es el periodo de A.
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Ejemplo 6.4.3

Considere
1 1 1
E=100 1 (6.13)
00 -1
Determine periodo de la matriz E.
Solucién.
1 1 1 1 1 1 11 1
E?P=|100 1 00 1|=|00 -1
00 -1 00 -1 00 1
11 1 11 1 1 1 1
E3=100 -1 00 1|=|00 1]|=E
00 1 0 0 -1 00 -1
n = 2 es el periodo de E.

Definicion 6.4.4

Sea A € M,«n(R). Se define:

[ A matriz idempotente <= 32 € Z* tal que A* = A

Ejemplo 6.4.4

L =2

Considere R = [ 1 1

] . . Es idempotente la matriz R?

Solucion.
R si es idempotente ya que,

#-[1 2% 2]

Definicion 6.4.5
Sea A € M,,xn(R). Se define:

I
—
[\)
|
[\)
[
Il
&

A matriz nilpotente <= Im € Z* tal que A™ = [0]

Ejemplo 6.4.5

Sea la matriz B = . ,La matriz B, es nilpotente?

o O O
S O N
O NN

Solucion.
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La matriz B, si es nilpotente pues

B2

B* =

1T
OO O O oo
OO OO N
SO O O NN
1 L

1 T
SO OO O oo

SO N OO

SN O
1 L

1T
OO O O oo

eoe @e

O OO OO
1 L

Sea A € M, xn(R). Se define:

Definicion 6.4.6

A matriz involutiva <= 32 € Z" tal que A> = I,

1 0 0 0

) {0 =10 O
Considere H = 00 1 0
0 0 0 -1

Solucion.
La matriz H, es involutiva ya que

1 0 0 0171
, |0 =10 0[]0
H =10 0 1 0|0

00 0 —1][0

O = O O

o O O

o O O

o O = O

Ejemplo 6.4.6

. .La matriz H, es involutiva?

o= O O

I

_— o O O

6.5.

Inversa de una matriz

Definicion 6.5.1

de ella.

®
0
0
0
0
0

cocoo@® o

SN NENES
o O O O O
o O O oo

O O O OO ¥

0

*
®
0
0
0

S © S|k ¥

O O O * ¥k ¥

Una matriz esta en forma escalonada fila si cumple:

0 =
* 0
0 =
& 0
0 O
0 O

O@****

1. Las filas formadas por ceros estan en la parte inferior.

OO O D ¥ ¥

2. En cada fila no nula, la primera entrada no nula (llamada entrada principal)
esta en una columna a la izquierda de cualquier entrada principal por debajo

Una matriz en forma escalonada fila es un arreglo que tiene la siguiente forma
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en el que, cada entrada debajo del escalon es 0, todas las entradas marcadas con
(0 son distintas de cero, y el escalon desciende siempre en una fila; Los asteriscos
(x) en cada esquina del escalén, se llamardan entradas principales.

Ejemplo 6.5.1

Considere las siguientes matrices:

03 —24 5 8

10000 gggz 00 12 -3 4
A=|01023|,B=| oy |[.C=[00 01 738
00001 0 000 00 00 24
(00 00 0 0]

,Cuales de las matrices estan en forma escalonada fila?
Solucién.
Las matrices A y C, estan en forma escalonada mientras B no lo es.

Definicion 6.5.2

Operaciones elementales filas son:
OF1). Intercambio de filas: f; <— f;;
) f f j
OF2). Multiplicacién por un niimero: )\_fi>, A #£0;

OF3). Multiplo de una fila mds otra fila: \f; + f;, A #£0.

Ejemplo 6.5.2

Determinar la matriz H, en forma escalonada fila:

-1
0
0
1

|
—_
S G S g S g

Solucion. Aplicando operaciones elementales con filas tenemos

T @ 1 1 -1 1 -1
0 0 0 0 @
0| hith 0 2 -1| 52K | 0 0 ED

I 1 f4—2fg 0 -1 3 f4+fg 0 0 3 f4+3f§

(=)
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de donde la matriz

11 -1
01 0
0 0|—-11|"
00 O

esta en forma escalonada fila de H.

Definicion 6.5.3

Una matriz A € M,x,(R) tiene inversa, si existe una matriz B € M, y,(R) tal
que
AB = BA =1, (6.14)

La matriz B, es la inversa de A y es denotado por A~

Ejemplo 6.5.3

Determine la inversa de A = [ i 3) ], con xw — zy # 0.

Solucion. Consideremos

—z 43
TW—zYy ~TW—2Y

w .
B — [ TW—2Y TW—2Y ]

en seguida

w —y
AB = l Tz y ] [ TWw—zYy TW—2Y —

TWw—zy TW—2Y

10
01
- = Ty 10
_ Tw—zy TW—2Y _
= [2a]-1o Y]

TW—2Yy TW—2Y

Por consiguiente,

Ejemplo 6.5.4

1
Determinar A~!, donde A= |1 2 -1
0

Solucion.
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(D -1 2|1 00 @ -1 2| 1007,
1 2 -1010| =/ | 0@ -3-110 3fa
0 1 3/00 1 0o 1 3,001
(D -1 2] 1 00 f1+f201§%0
o @ -1|-3 3 0 0—1—§§01
[0 1 3] 001] fi-f 005—311%7%
@ 0 1t 1o]ih@o0 0|F §
0@ 115 50 Ltf 0@ 0I5 g g
L 0 0 @ 5 - 1 0 0 @ 5 -5 1
Por lo tanto,
7z 5 _1
PN
S G s
12 12 4

Teorema 6.5.1

Sean \ un escalar no cero y A matriz tiene inversa. Entonces:

Ivl) A7! tiene inversa y (A=) "' = A.

1
Iv2) La matriz (AA) tiene inversa y (AA)™" = XA_I'

Iv3) AT tiene inversa y (AT)_I = (AT,

Demostraciéon. Ejercicio para el lector.

Teorema 6.5.2

Si A y B tienen inversas entonces AB tiene inversa y (AB)™' = B~1A~L.
Demostracion.

(AB) (BA™) =[A(BB™)JA™ = (ADA = AA =1
(B'A™")(AB) = [B™' (A'A)]B=(B'I)B=B"'B=1

De donde, AB tiene inversa y (AB)™ = B~'A™".

Definicion 6.5.4

Sea A una matriz de n X n. Se definen:

A% =1, (6.15)
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donde I es una matriz identidad de n X n.
Para todo k € Z*, la potencia A*, de A inductivamente es dada como

[ AF = A(AF) ] (6.16)

Ademas, si A tiene inversa entonces para cada k € Z~ se define

A* = (A‘l)_k. ] (6.17)

Teorema 6.5.3

Para todo k,l € Z. Si A* y Al estan definidas entonces
AR — Ak Al (6.18)

Demostracion. Ejercicio para el lector.

6.6. Sistema de ecuaciones lineales

Definiciéon 6.6.1

Una ecuacion lineal tiene la forma
a1x1 + Q%o + a3T3 + ... + apTy, = b, (6.19)

donde ay, as,as, ..., a, y b constantes. Las variables x1, xo, x3, . .., T, son llamadas
incognitas.

Ejemplo 6.6.1

La ecuacion
31‘1 - 55(]2 + 71’3 - 235(]4 + 8.175 - 2[)’26 = 23, (620)

es una ecuacion lineal de seis variables.

Definicion 6.6.2

Un sistema lineal de ecuaciones (SEL), es una coleccién finita de ecuaciones li-
neales. Una coleccion finita puede ser de la forma:

a11T1 + a12T9 + a13x3 4+ ...+ A1mIm = bl
211 I A929T9 =F 9373 4+ ...+ A2mTm = bQ

(SEL)]{ @371+ 32 + azgzT3 + ... + a3mTm = b3 (6.21)
Al T 5 TRl A B O S et 0D
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Este sistema ecuaciones lineales consta de n ecuaciones y m variables. En forma
matricial tenemos:

Az =, (6.22)

dondeA:[aij],lgiSn, ].S]Sm,b:[bl bg bg bn ]T.
La matriz aumentada del sistema de ecuaciones lineales esta dada por la matriz:

a1 Q2 Q13 ... Qiy | b

(21 Q22 Q23 ... Q2 | bo

asi Gz a3z ... G3m | b3 (6.23)
L Ap1 Ap2 Ap4 ... QApp bn ]

El vector (s1, S2, 83, ..., Sm), €s una solucién del sistema lineal (6.21) si, satistace
todas las ecuaciones que conforman el sistema lineal. Y el conjunto solucién (CS),
es un conjunto, cuyos elementos son todas las soluciones del sistema lineal.

6.7. Método de eliminacion

Definiciéon 6.7.1

Las siguientes operaciones con ecuaciones son validas:

OFEl). f; +— f;-: denota intercambio de la ecuacién (i) con la ecuacion (j).
OFE2). A_f;, A # 0: denota multiplicacién de A # 0, a la ecuacién (i).

OFE3). f; + Hf;-, 0 # 0: denota suma de la ecuacién (i), mas 0 # 0 veces la ecuacion
(J)-

Ejemplo 6.7.1

Resolver
xry — 5.172 = 10
{ —2x1+ 10z, = 8 625
Solucion.
Try — 51‘2 = 10 Try — 51’2 = 10
=221+ 10z, = 8 Jit+2f; 0 = 28
El resultado 0 = 28, es falso y por lo tanto, el sistema lineal no tiene solucion.
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Figura 6.1: Rectas paralelas

Y
—2x1+ 1029 =8

T —5302: 10
/ X

En la figura 6.1, las rectas son paralelas, o sea, no existe punto de interseccion y
esto confirma que no hay solucion.

Ejemplo 6.7.2

Resolver
O 315’2 = 12
{ 4o = 1 (6.25)
Solucioén.
T =3y = 12 { v =32y = 12 (1)
6.26
{ i+, = 1 J2— N 4z, = —11 (2) (6.26)
11 11 33 15
De (2), zy = - Ahora en (1), x; — 3 <_Z> =12, 0 sea, 7; = 12 — ==
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Figura 6.2: Interseccion de rectas.

T —3:172 =12
-2 1

-3 1

y

En la figura 6.2, las rectas se intersectan en un solo punto y esto significa que el
sistema lineal tiene solucién tnica. Es decir, la solucion esta dada por punto de

interseccion: 15 11
4 4

Ejemplo 6.7.3

Resolver:
21[)1 — X9 = 6
{ —6x1 + 325 = —18 (6.27)
Solucion.
{ 2z, — 13 = 6 {2901—372 = 6 (1)
—6x1+ 31, = —18 fi+3fe 0 =0 (2
El sistema reducido se reduce a sola ecuacion porque una de las ecuaciones es
multiple de otra. El sistema lineal tiene infinitas soluciones, su conjunto solucion
esta formado por todos los puntos que se encuentran en la recta 2z, — xo = 6.
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Figura 6.3: La recta

2331—33‘2:6

_4 4
7
En los ejemplos 6.7.2 y 6.7.3, los sistemas tienen al menos una solucién, en general los

sistemas lineales pueden tener soluciones o quizas ninguna solucién como en el Ejemplo
6.7.1. El sistema de ecuaciones lineales en general es

S1) consistente determinado si tiene una tnica solucién.
S2) consistente indeterminado si tiene infinitas soluciones.

S3) inconsistente si no tiene solucién.

Ejemplo 6.7.4

Resolver

(6.28)

$1—|—£U2—31'3 = 12
201 — x4+ 33 = —3

Solucién.

{ £L‘1-|-$2—3ZL'3 =8 f1<—)f§ {2$1-$2+3ZL‘3 =-3

2z, — Lo+ 323 = —3 T1+ 2y —3z3 =12 Q_fz>

2£E1 — T + 31‘3 = -3 211)1 — To + 3%3 = -3 (1)
211 + 225 — 623 =24 f2— i 3xy— 913 =27 (2)

Tomemos un pardmetrot con xs = t, reemplazando en (2) se obtiene 3x,—9t = 27,
es decir, xo = 9+ 3t; ahora en (1), 2y — (9 + 3t) + 3t = —3, o sea, r;1 = 3. De
donde,

(21, 22, 3) = (3,9 + 3¢, 1),

esto define una recta como se observa en la figura 6.4.
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Figura 6.4: Interseccién de planos.

Por consiguiente, el sistema lineal es consistente indeterminado cuya solucién
viene ser la recta:

CS = {(3,9+1¢,1)/t € R}

Ejemplo 6.7.5

Resolver:
T+ 2Tog+2x3 = 4
r1 — T3 = —2
Solucién.
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Figura 6.5: Interseccién de planos.

T+ 2o+ a3 = 4 T+ 2o+ a3 = 4

1
—21’1 —+ x9 + 4$3 = 12 f2 + 2](; 33’)2 + 63’)3 = 20 §_f2>
T — &3 = —2 f3—f; —Zy —2x3 = —6 __f§
T+ X9 +2x3 = 4 T+ 2To+2x3 = 4
ZCQ+2LIZ‘3 = % .’E2—|—2(E3 = 23—0
To+2x3 = 6 fz—fe 0 = —%
En la ultima sistema lineal, la ecuacion 0 = ——, es una contradiccion y esto

significa que el sistema lineal no tiene ninguna solucién. En la figura 6.5, no hay
ninguno punto en comiin en la interseccion de los tres planos.

6.8. Meétodo forma escalonada fila

El método resuelve sistema de ecuaciones lineales, usa operaciones filas en su matriz
aumentada para convertir en matriz forma escalonada fila. Luego, se aplica sustitu-
cién directa al sistema lineal final asociado a la ltima matriz forma escalonada fila

encontrada para obtener la soluciéon deseada.
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Ejemplo 6.8.1

Resolver:
2$1 —ZTo+2x3 = 2
X1+ Ty — Tz = —4 (630)
—r1 — 2562 +xr3 = 7
Solucion.

Consideremos la matriz aumentada:

2 -1 1| 2
1 1 —-1]-4
-1 -2 1| 7

Operemos con filas para obtener una matriz forma en escalonada fila:

2 -1 1| 2] fis— 1 —1|—4]

1 1 —1|-4 2 -1 1| 2| f2=2
| -1 -2 1 7 -1 -2 1 T fs+fi
(@ 1 -1|—-4] 1 —1]—-4]
0 3| 10 0 3] 10
0 -1 0|3 | fh-3L |0 o@ED| -]
El sistema lineal final tiene la forma:
T1+ Ty — T3 = —4 (1)
—3$2+3Z‘3 = 10 (2)
vy = —5  (3)

1
Despejando de (3), 3 = 3 Por sustitucién directa en (2) tenemos

1
—3x9 + 323 =10 = —3x92+ 3 (—) =10

3
= Ty = —3
En (1):
T1+ Ty —23=—4d— 11 =—29+23—4
1
2
:‘Tl:_g
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Figura 6.6: Interseccién de planos.

En la figura 6.6, los planos intersectan en un solo punto Fy. Por lo tanto,

es= (53]

Ejemplo 6.8.2

Considere el siguiente sistema lineal:

20 — T+ a3+ Ty = —1
T1+2r+r3—14 = 2

—21+ 52, —23+824 = =5 (6.31)
31 —Ta+ T4 = 0

Calcular —91(z1 + 2 + x3 + x4).
Solucién. Las operaciones con filas son:

fo—2f 0 -5 -1 3 -5 fs3+f1 0 7 0 7T =3

fi—3f] 0 -7 -3 4 —6 fi+f;]0 0 -3 11 -9
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2 -1 1 1|-171 hs—fh T @ 2 1 -
1 2 1 —1] 2 2 -1 1 1|-1
-1 5 -1 8|-5 -1 5 -1 8|-5
I -1 0 1| 0 3 -1 0 1| 0
@ 2 1 -1 2 2 1 —1] 2
05 -1 3|-5 0E5 -1 3|-5
0o 7 0 7|-3 0o 7 0 7|-3
. 0 -7 -3 4|-6 f4+f§ 0 0 —3 11]-9
@ 2 1 -1] 2 2
0 L 0 E % 1
_ 7
0 7 0 7|-3|fsi=Tf | o [ZF = |-10
L 0 0 =3 11|-9 0o 0 -3 11| -9
@ 2 1 -1 9
3
0 5 5| 1
0 0 56 | —10
0 0 o B ¥
De esta ultima matriz aumentada tenemos
ZL‘1—|—2ZL‘2+JI3—I4 = 2 (].)
1‘2—{—%1'3—%1‘4 = 1 (2)
—Izg+2xy -10 (3
—131’4 = % (4)
. 87
De (4), se tiene x4 = ~ol De (3),
7 56 7 56
—5113 + 3274 = —10 — —51'3 = —10 — 31'4
7 56 / 8T
— —ga= 10— — [——
PR 5 < 91>
. 7 —650 + 696
—_—— L= —
53 65
. 7 46
€T —_—
5737 65
. 46
3T Ty
Luego en (2),
L1 +3 . . 1(46>+3< 87
To=1—-=-x =45 To=1——-|—— - —=
2 573 T 54 2 50 91/) "5\ o1
. 1+46—261
Ty = —
? 5(91)
. 25
To=1——+
? 5(91)
. 455 — 215
T9g = ——————
? 5(91)
. 48
27 91

fa—2f
fs+ fi

fa =31

Ja— %f3
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Finalmente sustituyendo en (1):

48 46 87
I1:2—2.T2—I3—|—$4:>[E1:2_2<_>_< )_'_( )

91 91 91
. 182 — 96 + 46 — 87
[[,‘ =
! 91
. 45
T = —
1791

Por lo tanto,

45 48 46 87 40
—91([L'1 + T2 +ZL'3) = -91 <ﬁ + 9—1 — ﬁ — 9—1> =-91 (-—) =40

Ejemplo 6.8.3

En el sistema lineal siguiente

X1+ Ty — T3 =)
$1+l’2+(>\2—5)1’3 = A
determine todos los valores de A\ del sistema lineal que tiene
a) ninguna solucion;
b) una tinica solucion;
¢) infinitas soluciones.
Solucioén.
1 -1 |2 I 2
1 2 1 3| L—h|o 2 1
1 1 X2-5|X fg—fg 0 0 (A2—4/|X—2
Cuyo sistema lineal final de matriz aumentada final viene ser
X1+ Ty — Ty = 2 (1)
T2 + 2.’173 = 1 (2)
A=2)A+2)z3 = A—2 (3)
Para A\ = —2, el sistema anterior se reduce
Al + To — T3 — (1)
) —|— 2$3 = ]_ (2)
0 = —4 (3
en la ecuacion (3) se obtiene la contradiccion 0 = —4, por consiguiente para
A = —2, el sistema lineal (6.32) no tiene solucion.

Para \ = 2, el sistema (6.32) se reduce a

l‘l—f—ZEQ—(Eg =) (1)
ro+2x3 = 1 (2)
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Tomando 3 = t, en (2) se obtiene x9 = 1 — 2t. Ahora sustituyendo este valor en
(1), se tienen
r1+1—-2t—t=2=— 21 =1+3t

Por lo tanto, el sistema lineal 6.32 tiene infinitas soluciones y esta dada por:
CS={(1+3t1—2t1t):teR}
Para X\ # 2 y A # =2, el sistema lineal se mantiene en su forma

X1+ Ty — Ty = 2 (1)
To + 223
A=2)A+2zs = A—2 (3)

I
—_
—~
[\
~—

En (3), despejamos x3:

A—2 1
A=2)(A+2) A+2

T3 =

En (2), determinemos xs:

2 A
A+2 AN+2

ZE2:1—2$3:1—

En (1), calculemos x1:

A N 1 A+5
A+2  A+2 A+2

A+5 A 1
CS_{<A+2’>\+2’>\+2>}

ZL’1:2—CL’2+[E3:2—

Por lo tanto,

6.9. Meétodo de Gauss Jordan

El método convierte en forma escalonada fila reducida a la matriz aumentada para
obtener la solucién de un sistema lineal. Para convertir matrices en forma escalonada
fila reducida se usaran operaciones con filas.

Definicion 6.9.1

Una matriz esta en forma escalonada reducida si, satisface las siguientes propie-
dades:

FERI1). Esta en forma escalonada.
FER2). La entrada principal de cada fila no nula es 1 (Ilamado pivote).

FER3). Cada columna que contiene pivote 1, tiene ceros en todas las demas entra-
das.
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O O O O O OO

O O O O O OO

O OO O OO

@ o0 =
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

oooo@oo

*
*
*
0
0
0
0

O OO OO % ¥ %

ooo@ooo

Una matriz en forma escalonada fila reducida tiene la forma:

coolo x o x
oo@oooo

O OO ¥ O % ¥

Ejemplo 6.9.1

Sea

K =

o O O
o O =

0 0

S O = O

_ o O

0

23
0
2
0

_ o O O

— oo ©

3

. La matriz K, esta en forma escalonada fila reducida?
Solucién. La respuesta a la pregunta es que si, ya que

Ejemplo 6.9.2

Resolver:

Solucion.

T1— X9 + T3
- + 3%2 + 3
31‘1 —+ x9 + 71’3

ot
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Figura 6.7: Interseccién de planos

@ -1 1]0 @ -1 10 @ -11]0] Lth
-1 3 1(5| ftfi | 0 22|53 |0 @ 12
3 1 72| f3-3f 0 4 4|2 = 0 4 4 % fz —4f
| 3 1 3 2
(@ 0 2| 2
0 1| 2
0 0 0]-8
De la ultima fila se obtiene 0 = —8, y esto es una contradiccion. Ademas, en la

grafica 6.7 se observa que no existe punto en comin en los tres planos; por lo
tanto, el sistema lineal no tiene ninguna solucion.

Ejemplo 6.9.3

Considere el sistema lineal homogéneo:

X1 — X9 — Tz + Ty = 0
—T1 + X3+ Ty
To+2T3+Ty = 0

Il
o

(6.33)
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y resuelva por el método de Gauss Jordan.
Solucion.
[ @ -1 -1 10 @ -1 -1 110
-1 0 110 2*tf | 0 -1 0 2|0 —f
0 1 1 1|0 0 1 1 110
@ -1 -1 1]o] Ath 0 -1 —1]|0] htfy
0 0 —21]0 0 0 —210
0 1 1 1]0] fs—f 0 0 @ 3|0
[ 0 0 210
0 0 —21]0
0 O 310
De matriz aumenta final tenemos
T+ 25(74 =0 (1)
To — 2.T4 =0 (2)
T3 + 3%4 =0 (3)
La columna 4 de la matriz aumentada final no contiene pivote por lo que, x4 es
variable libre y asignemos el paramétro t, o sea, r4 = t. A partir de ecuaciones
(1), (2) y (3) obtenemos
T3 = —3t,$2 = 2t7$1 = -2t
Por lo tanto,
CS = {(—2t,2t, —3t,1) : t € R}

Ejemplo 6.9.4

Resolver:
T1+ T2+ a3+ 24
1 + 229 + 323 + 4y
T1 + 39 + 63 + 1024
T+ 4.’E2 + 101’3 9 20374

por el método de Gauss Jordan.
Solucioén.

= 4
10
20
35

(6.34)
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@1 1 1|4 @ 11 1|47 =k
12 3 4/10| 2= | o@2 3|6
13 6 10|20 | fs—=fi | 0 25 916 | f3s—2/f
| 1410 20(35] f,—F, L O 39 19|31 ] £, —3f,
'@ o0 -1 2|27 Lth @ o o 1] 27 fih
0@ 2 3| 6| -2f| 0@ 0 -3|-2| f2+t3fy
0 0 @ 3| 4 0 0@ 3| 4| f-3f,
| 0 0 3 10| 13 ] f,—3f o 0 0 @ 1] —~
@M 0 0 o0]1
0@ 0 01
0 0@ o1
L0 0 0 @1
Tenemos
1'1—1
l’gzl
5()3:1
.’E4_1
Por consiguiente,
Cs = {(17 17 1a 1)}

Ejemplo 6.9.5

Resolver:
$1—$2+2x3+1’4 = 2
201+ T2 — T3+ T4 = 1
I + ) -+ T3 + 31‘4 = —1 (635)
$1—21’2+41’3+ZIJ4 = 3
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Solucion.

-1|-3

-3

1

1

—1l

@ -1
0

—1

)

o

O L= O~ O 1O

— N N ¢
8 8 8 8
N——
O =L~ 1O 1O
(I
Ooom
Oomo
o@mo o
= s
o O O
= 5
L ]
j<b)
A

Por lo tanto,

3)

7 1
5 B

6
5’

.

Ejemplo 6.9.6

Resolver

< < < <
xoﬂ$$
T+ +
3l_|33
+_+_
@2@2
ENI .
|+ _
558!

i
T8
———

247
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Solucion.
@ -2 1 -1|1 @ —2 1
2 1 -1 3|2 |22 0 5 -3
-3 1 1 1|-1]| fs+3f 0 -5 4
—
1 -2 -3 1|3 fi—f 0 0 —4
—

@ -2 L1 h+2f 0—51
b8 2 o g | 6 © 6
- - 3+ 55 1
0 0 -4 2|2 1o 0 -4 2
(@ o o &I @ o o &1
0@ 0 3|5 0@ o % ¢
0 0@ 3|2 0 0@ 3|2

5
L0 0 0 [10] wfal 0 0 0 @2
’ooo%
0@ 0 0|—z
0 0@ 0|—=
5
L 0 0 0 @] 32
Por consiguiente,
9 4 15
{59
35> 5 77

—1

1
0
-2 |2
2

NN O

2
fo—%h
f3—3f4

6.10. Determinante

El determinante de una matriz cuadrada es un niimero real, formalmente definimos

a continuacion.

Definicion 6.10.1: Determinante

1. Para cada A = [a11] € M1x1(R), se define:

’A‘ = a11-

donde |A|, denota determinante de la matriz A.

2. Para toda B = b b , se define:
ba1 b2
byy b
1Bl =] " % | = biibas — biobay
ba1 b2

(6.36)

(6.37)
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diy dip di3
3. Para cada D = | dy1 dos do3 |, se define:
d3y dzp ds3
din dip dis
doy d dyy d do1 d
ID|=|da1 day dos |=du1| ;> 2| —dia| P P | +dig| P
d3p  ds3 d3y ds3 d3y dsp
d3y dzp ds3
(6.38)

Ejemplo 6.10.1

Calcular | K|, donde K = [ ; :f 1

Solucion.

IK|=71)-3Q2)=7-6=1

Definicion 6.10.2

Sea A una matriz de n x n, se definen:

1. Si; es una submatriz de (n — 1) x (n — 1) de la matriz A si es definido
eliminando la fila 1 y la columna j de la matriz A.

2. M,; es menor ij si, M;; = |S;;| y Si; es submatriz.

3. El valor C;; = (—1)"™" M,;, es llamado cofactor de la matriz A.

Ejemplo 6.10.2

2 -3 7
Determinar submatrices, menores y cofactores de la matriz H = 0 1 20].
-8 6 5
Solucién.
(1 20 0 20 01
S].]._ _6 5])812_[_8 5]7813_[_8 6]
-3 7 2 7 2 -3
821 - i 6 5 ] 7322 - l —8 5 ] 7823 - [ _8 6 ]
-3 7 2 7 2 -3
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1 20 0 20
My = S ‘:5_120:_115, My = s 5 ‘:0(5)+160:160
0 1 -3 7
Mz = _g 6‘20—1—8:8, My = 6 5‘:—15—42:—57
2 7 2 -3
Moy = _g 5‘:10+56:66, Mg = _8 6‘:12_24:_12
-3 7 2 7
Mg = 1 20|——6O—7——67, Mgy = 0 20‘—40—0—40
2 -3
Mz =] o 1|:2—0:2
Cii = (=) My = 1(=115) = =115, Cip = (1) My, = (—1)(160) = —160
Ciz = (-1 M3 =1(8) =8, Co1 = (—1)*" My = (—1)(—57) = 57
Cap = (—1)*"* My, = 1(66) = 66, Coz = (—1)*FPMys = (—1)(—12) = 12
Ca1 = (=13 M3z = 1(—67) = —67, Csp = (—1)*Mszy = (—1)(40) = —40
Caz = (—1)*P My =1(2) =2

Teorema 6.10.1: Expansion de Laplace

Sea A = [a;;] € Myxn(R). Entonces:

|A| =a11 M1 — aioMig + a13Miys — ... + (—1)1+n@1nM1n (6.39)
=> (=) ay;Myy, (6.40)
j=1

donde M,;, es determinante de la submatriz (n — 1) x (n — 1) de la matriz A,
eliminando la fila 1 y la columna j.

|A| =a1 M — asgMay + aszMa — .+ (=1)"Hap Moy (6.41)
=> (=1 apMy, (6.42)
j=1

donde My, es determinante de la submatriz (n — 1) x (n — 1) de la matriz A,
eliminando la fila j y la columna 1. De forma similar se extiende en otras filas o
columnas. En terminos de cofactores:

|A| = aﬂCil + a,igcig + ai;»,Cig + ...+ CLmCm, (643)

donde C;j, es cofactor con respecto a la entrada (i, 7).
Demostraciéon. Ejercicio.
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Ejemplo 6.10.3

Considere la matriz del Ejemplo 6.10.2, calcule su determinante.
Solucién. Aplicando la ecuacion (6.43), y los cofactores calculados en el Ejemplo
6.10.2, tenemos

|H| = a11 M1 + a1oMig + a13M;s
— 9(—115) + (=3)(=160) + 7(8)
= 306

Ejemplo 6.10.4

2 =l
Sea J= |3 4 —2 |. Hallar |J|
12 7

Solucioén.
Aplicando el Teorema 6.10.1,

|J| = (=)™ apn My + (=) Pa oM + (=1)aizMys

= (-1 ;L _72 ‘+(—1)1+22 i’ _72 ‘+ (—1)“3(—1)‘ i’ 3 ‘
= [4(7) = (=2)(2)] = 2[3(7) — (=2)(1)] — [3(2) — 4(1)]
—32-46—2

— 16

Método de Sarrus:

17| = [D®@) + B)@)(=1) + (1)@)(=2)]) - ([(DH(-D) + (1)) (=2) + B)(2)(]]
=18-34
= —16

Alex Aro & Oscar Santander 251



\ﬂ"‘DI PERO

—_— Capitulo 6. Matrices

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIA Y TECNOLOGIA

Ejemplo 6.10.5

Calcular el determinante de la matriz:
-2 0 3 -5
1 4 -5 7
E=l0o 7 2 1
14 -8 7 1
Solucién.
Aplicando el Teorema 6.10.1,
|E| =(-1)" e M + (—1)"FPaaMis + (1) FPaisMiz + (=1)araMiy
=(=1)"(=2)Mu1 + (=1)"2(0) Mz + (1) P () Mz + (=1)F(=5) My
(6.44)
Luego, calculemos los menores:
4 -5 7
My = 7T 21
-8 71
2 1 71 7 2 (6.45)
_ 1+1 12 _1\143
—cume| 23 |+ cees)| ]+ eoem] ]2
—4(—5) + 5(15) + 7(65)
=510
1 47
Miz=| 0 71
14 -8 1
7 1 0 1 0 7| (6.46)
1+1 1142 _1\143
=D g 1‘” D4 1y 1‘“ D7y —8'
=15 — 4(—14) + 7(—98)
=—615
1 4 -5
My=| 0 7 2
14 -8 7
7 2 0 2 0o 7
_(_1\l+1 1142 13
=D g 7|+( D7 gy 7'+( DA 5)‘14 —8|
=65 — 4(—28) — 5(—98)
=667
(6.47)
Reemplazando los resultados (6.45), (6.46) y (6.47) en (6.44) obtenemos:
|E| = (—2)(510) + 3(—615) + 5(667) = —1020 — 1845 + 3335 = 470
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Teorema 6.10.2: Propiedades de determinante

1. Los determinantes de A y AT, son lo mismo:
T
|A| = |AT|,VA € M, yn(R) (6.48)
2. Intercambio de filas cambia de signo
ailz a2 a3 ... Qip 11 Qa2 @13 ... QAip
Q21 Q2 Q23 ... Q2p Q21 Q22 Q23 ... Q2p
i1 Q2 A3 ... Qip a1 Qj2 Q53 ... Gjp
=—| . . . . (6.49)
a1 Qj2 Q53 ... GQjp a1 Q2 A3 ... Qip
Ap1 Ap2 Ap3 ... A4pp Anp1 Ap2 Ap3 ... App
3. Determinante de una matriz que contiene una fila multiplo de otra fila:
aii a2 a3 ... Qip
(21 Q22 A23 ... (Q2p
;1 ;2 a3 ... Qjp
=0 (6.50)
)\ail )\(11'2 )\aig 500 )\am
an1 an2 an3 Ann
4.
a1 a2 a3 ... dip 11 A2 @13 ... QAip
a21 a22 Q23 ... dgp (21 Q22 G23 ... dgp
: : : — : : : . : ( 6. 51)
)\ail )\CLZ'Q )\&ig 500 )\am ;1 Qz2 A3 ... Qip
an1 An2 an3 D App Ap1 Ap2 Ap3 ... dpp
5.
a1 a2 e QA1n a1 12 ... Qip aiq a2 ... Qipn
21 @22 e A2n, Q21 Q22 ... Q2 Q21 Q22 ... Q2qp
- - x = ~+ | X X
;1 + Qi1 G+ Q2 ... Qi+ Aip ;i1 Q2 ... Gy ;1 Q2 ... Gy
QAp1 QAn2 e QAnn Ap1 QApo2 ... QApp Ap1 Qp2 ... QApp
(6.52)
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6.

@11 Q12 Q13 ... Qip 11 12 @13 . Q1n

A21 Q22 Q23 ... Qa2p a21 22 23 . A2n

;1 Q2 A3 ... Qip 41 ;2 ;3 ce iy,

aj1 Qo2 A3 ... Qjp ajq F 9(12'1 Q52 aF Gaiz a3 aF Haig cee Qjp F Hain

Ap1 Ap2 Ap3 ... A4pp an1 an2 an3 o Ann

(6.53)

Ejemplo 6.10.6

Hallar
1 -2 0 1
3 1 21
9 01 4 (6.54)
6 —5 2 3
Solucién.
1 -2 0 1 1 -2 0 1
3 121| | 3 121|L234
—2 01 4] | =2 01 4| fs+2f
6 —5 2 3 6 =5 2 3| f,—6f
—
@ 20 1
o 72 -2
10 -4 1 6
0 7 2 -3
7 2 -2
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Ejemplo 6.10.7

Calcule
5 2 —4 -2
-3 1 5 1
ia 1 g (6.55)
2 1 -1 1
Solucioén.
5 2 —4 -2 f1+f§ 15 -3 1
31 5 1 -3 1 51| *t3
—4 3 1 3 | =4 3 1 3| f3+4f
2 1 -1 1 2 1 -1 1| f,—2f
—
5 -3 1
|0 16 -4 4
10 23 —-11 7
0 -9 5 —1
16 —4 4
— D3| 23 —11 7
-9 5 —1
1 =1 1
4 4
—16] 23 —11 7| =23
-9 5 —1 f?,+9fg
el
0 T 1

\
HIORGI6)

| Ous Ot

Ejemplo 6.10.8

Calcule:

(6.56)

O W N O
W= O N
|
O N = W
O oL O~ W
N = O DN
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Solucién.
04 1 3 -2 0 4 1 3 -2
2 2 3 —1 o0 f2—2f; 0 2 11 —1 0
10 -4 0 0 @0 -4 0 0
31 2 -5 1] fi—3f 0 1 14 —5 1
03 0 0 2 } 03 0 0 2
4 1 3 —2| fit2f
_ @2 1L -1 o0
- 1 14 =5 1
3.0 0 2| fi-2f
6 29 —7 0
12 11 -1 0
11 14 -5
1 —28 10 0
6 29 —7| h—-Tfh
(RS
— (1> 2 11 —1
1 =28 10| f3+10f,
8 —48 0
=—| 2 11 (=1
21 8 0
i ) | e
= DT )‘ 21 82
= —[(—8)(82) — 21(—48)]
— 352

Teorema 6.10.3:

a1 0 0 0

a921 a29 0 0

as1 Az G3s3 0 = 11A9220433 . . . App

Gp1  Ap2 Gp3 Anpn

ail @12 Q13 A1n
0 ax as 2n
0 0 ass A3n | = @11092033 - - . Ay
0O 0 0 G

Demostraciéon. Queda como ejercicio para el lector.

Determinante de matriz triangular inferior y superior

(6.57)

(6.58)
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Ejemplo 6.10.9

Calcular
-5 0
20 6
-1 34
2 -8
—78 4

Solucion. Aplicando el teorema 6.10.3

(=5) 0 0 0 0
20 ) 0 0 0
-1 3 ©® 0 o0
2 -8 0@ o
-78 4 —6 12 (=3

SO © OO

(6.59)

Ejemplo 6.10.10
Hallar

o O O o O
o O OO

Solucién. Aplicando el teorema 6.10.3

8
cocoo o
Y
coo®o
ool o w

OHOC}JO
9&000}—‘

O O W o Ut

(10)(~2)(3)(1)(2) = ~120.

o= O W o
N O 0 O

(6.60)

Ejemplo 6.10.11

=1,k

Six=a1+...Fa, yAr=A—a, (k=1,...

x— A as as Qn
ay x — As as ay,
a a x— A a ot
1 2 3 n x(x—AN)""".
aq Qo as T — A,
Solucién. Antes de operar con filas usemos la propiedad |A| = |AT|. Como

r— A, + Z a; =xyx—\N=x— A — ay, entonces sumemos las filas desde

2 hasta n a la fila 1 para obtener entrada x en la primera fila, por propiedad de
determinante ahora la primera fila contiene unos y luego restamos multiplo de la
fila 1 a otras filas para asi obtener ceros. En seguida, aplicamos determinante de

,n), pruebe que
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matriz triangular superior para obtener el resultado deseado. Es decir:

T — A as as . Tz — A aq ay ay
ay JZ—AQ as (7% (25) $—A2 asg asg
ay as r—As ... G — as as x—As ... as
ay as as .. x—A, an, an an, .. x— A,

s T — A2 (05} 000 (05}
— | as as Tr — A3 000 as
an, an Qp, . T—Ata,
1 1 1 1
as T — A2 a9 000 a9
= x| as as Tr — Ag as
a, an an, r— A,
1 1 1 1
0 z—A 0 0
0 0 0 x— A
=i
=xz(x—M\)"

6.11. Regla de Cramer

Teorema 6.11.1: Regla de Cramer

Si A es una matriz de n x n, con |A| # 0 y b € R", entonces la solucién x =
(21, T2, T3, . . . ,xn)T del sistema lineal Ax = b, es dada por

_ 14

A (6.61)

Z;

donde A;, es la matriz obtenida sustituyendo i-ésima columna por el vector b.
Demostraciéon. Queda como ejercicio.

Ejemplo 6.11.1

Resolver el sistema

21’1—|—$2—$3 =
T+ 2o+ 23
—l’1+2$2+$3 =

I
o0

(6.62)

mediante la regla Cramer.
Solucioén.
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En la forma Ax = b, el sistema del Ejemplo 6.11.1 es:

21 -1 T 3
11 1|z |=]8],
-1 2 1_ T3 3
2 1 —11] 3]
donde A = 11 1|yb=]38
12 1 3 |
Ahora,
11 1 1 1 1
_ o I+ 1142 _1\143
A =20 e enere] o] )

=2(1-2)—1(1+1)—1(2+1)
= —7
Como |A| # 0, podemos aplicar la regla de Cramer para encontrar solucion del

sistema. Para obtener x; dividimos el determinante de A con sustitucién de la
primera columna por b entre la determinante de A:

31 -1
8 1 1

132 1] 31-2-18-3)-1(16-3) -21 _,

T4 —7 -7

2 3 —1
1 8 1
L1 Z13 1] _28-3)-30+1)-13+8) -7 _
2 |A] B —7 =
y
2 1 3
118
o171 23] 23-16)-13+8)+3@2+1) _-28
TA -7 =

Por lo tanto,

CS = {(3,1,4)}

Ejemplo 6.11.2

Resolver el sistema

41 —2x9+ 23+ 24 = 2
2561 — T9 — T3 + 4I'4 = -2
—21‘1 + ) —|— 21‘3 —f- Ty = ]_ (663)
T — 21‘2 — 315’3 + 61’4 = —6
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Solucion. En forma Ax = b, el sistema de este ejemplo esta dada por

4 —2 1 17[x 2
2 -1 -1 4 ||a| | -2
2 1 2 1||a || 1]
1 -2 -3 6|2y —6
4 -2 11 2
2 —1 —1 4 —3
donde A = 9 1 5 1 vb= 1
1 -2 -3 6 —6
Por otro lado,
4 —2 11 =Y 0 6 13 —23
A 2 -1 —1 4 f2—2f4 0 3 5 -8
2 1 21| foy2f, |0 =3 -4 13
1 -2 -3 6 1 -2 -3 6
6 13 —23| 7 4of 0 5 3
=(-1° 3 5 -8 ﬁ - 0 1 5
-3 —4 13| 28 —3 —4 13
4 |53
—- -9 5 5
=—(-3)(25-3)

=66

Siendo |A| # 0, aplicamos Cramer. Determinemos primeros los determinates:

2 —2 1 1| 1=2%K

-2 —1 -1 4| f[2+2f,

|A:| = =
1 1 21

-6 -2 =3 6| ji+o/,
0 —4 -3 —1
lo 1 3 6
=11 2 1
0 4 9 12

—4 -3 -1| itk

=(-D* 1 3 6
49 12 f3—4f

0 9 23
=1 3 6

0 —3 —12
s 9 23
=00 3
— — (—108 + 23(3))

=39
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2
—2
-2 1
1 —6
26
10

| Ag|

1
— Il
2
-3
13
S

DD = o =

—-23
-8

fl 4fy
f2 —2f4
fa+2f4

—11
1 -6

—4
-3
26

10
—11

13
6

—23
-8
13

13
5
—4 I3+ fo

—93 | i+t 26f§

—8 | fo+10f

26 13
10 5
-1 1

0 39 107
0 15 42
-1 1 )

o[
—39(42) — 107(15)
—33

h—4h
f2 —2f4

A Y
3 4
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4 —2 1 2| h-4
2 —1 —1 —2| fa—2f4
e

-2 1 2 1| f3+2f,
1 -2 -3 —6|

0 6 13 26
0o 3 5 10

6 13 26| Lit2f
=(-1*| 3 5 10 fo+ f

—3(—5 — 4)
=—_27

Ahora, determinemos x1, To, T3 V X4:

14| 39 13
x]_:i:—zij
Al ~ 66 22

o [Ao] 33 1
T IA] 66 2
|45 69 23

VTR
Al _ =9

A T e 2

13 1 23 9
o5 = {<22222‘22)}

Por lo tanto,
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6.12. Ejercicios propuestos

Tarea para casa:

#31. Bscribir la matriz de 5 x 5, cuyas entradas son dadas por a;; = (—1)"+7.
£52. Simplificar:

T—Yy—w Yy—z Z—W t . T —w y—z z—y t—=x
w—z T—Yy y—z2 z—t —Zz—y+tw 22—y w—z —1

£53. Considere las matrices:

2 -3 0 3 7 -1
A_[—l 6]’B_[—2 8]’0_[12 —31

Determinar las siguientes operaciones:

a) A+ B+C
b) 2A—B+C
c) AB— B+ 3A
d) BA— AB

e) A-3B+ AB

#34. Calcular AB, donde

1 2 -1 3 0 B

0 -7 2 —6 1 = U2
A=l 1 0 4 1 B 42 A
-8 1 1

-1 3 -5 0 —4 L8 01

N O NO D

#35. Considere las siguientes matrices:

-1 0 2 1
=% e 1]
Hallar X, de la ecuacién 5(X + A) = BA —2XB.

£56. Dadas las matrices

2 -1 0 —2 4 -5 0 -1 1
A=|-3 8 —2|,B=| 9 -2 12|,Cc=| 1 —6 10
0 7 —4 —2 6 20 8 10 3

Resolver la ecuacion 24 — X = 3(3C — A+ 6X + AB)

£7. Considere las matrices
0 1 -1 -1
a=[o1]e=]% 5]
Pruebe que (H+G)? # H*>+2HG+G?, pero que (H+G)? = H*+3H*G +

SHG?*+G3. jVale (H+G)* = H*+4H3G+6H>G? +4HG? + G*? Justifique
Su respuesta.
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#58. Encontrar todas las matrices H de 2x 2, con entradas reales tal que H? = I5.

#39. Calcular H?, si

oo o
oo ww
IS IEN BEN
© © © ©

#910. Transformar en forma escalonada fila las siguientes matrices:

F2 —4 8 12 20
4 12 -8 22 13
o) |3 4 10 2 1
'8 3 9 11 40

2 -1 0 7 2
0 3 8 2 9
12 =24 0 12 11
1 3 0 2 4

-1 512 -7 0 1
—2 0 13 20 —4 —17
)| 2 -4 34 2 21 3
1 -4 9 20 -7 -9
40 -3 9 —-12 6 16
0 -2 -3 1 -8 1 0
-2 0 0 2 1 3 =5

d) O o0 0 2 21 3 12
-1 3 0 0 12 20 9
0 0 0 -2 45 0 5
[ 04 16 -7 0 1 0 —4]
-2 0 0 2 1 3 -5 =2
0Oo0 0 221 3 12 1
e) | -1 3 0 0 12 20 9 11
00 0 —-24 0 b5 -8
oo o0 o0 0o 0 o0 O
01 0 0 0 0 0 0]
#911. Resolver cada una de los sistemas de ecuaciones por método forma escalo-
nada fila:
2.171 — ]_05(]2 + 3.113 =N
CL) QIQ — X3 = 1
3r1 — 312 = 6
xr1 — To + r3 = 0
b) r1 — T3 = 0
o — T3 = 0
201+ 219 — 313 = 1
c) 3r; +4xy — 223 = 3
—T1+ %2 — 213 = —2
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a)

I1—1'2—£E3+l’4 = (0
—T1 +x3+x4 = 0
To+ T3 +2x4 = 0

201 + 4wy — x3 + 214 + X5
4x1—x2+x3—x4—|—4x5
—.Z‘2+£E3—CC4+[E5

T1+ To — T3+ X4

T1 — 629 + 3x3 — x4 + 10z5
r1 — (X9 — x3 + 224 — 925
T1 — To + 223 — dxy + T3
r1+ 229 — 323+ T4 — T3
T1+ Ty + X3+ Ty + 25

S o e @

Try — 21‘2 + 21‘3 — 31’4 = 5
3371 — 4.%2 +I3+xT4 = -8
201 — 310+ 203 — x4 = 1
r1+x9 —3x3 — 214 = 4

1+ 229 + 4x3 — 614 — 45
23[72 ale 51’3 — T4 — 4175

2x1 — 3x9 + 313 — 274 + T5
T, + x3 — 225
x1+x2+4x3+6x4—x5

e e e e e

1
2
=1l
3
—2

4171 T 2.’172 9 4563 + 9%4 i 12&35
—14xq + 2429 — 423 + 1024 — 1825
2!E1 - 3£L'2 — T3+ 21‘5

21’1 — ZTo + X3+ 2$4 r 8%5

3x1 + o + 1723 — 924 — 1825

T1+2Tog+2T3— x4 =

3371 aln 5372 — 2.%3 +x4 =

—3ZL'1 — 71‘2 i 71‘3 - 51]4 =

1+ 3xs — 43+ 34 = —

2I1—ZE2+I’3—2{E4 = 2
1+ 29 — 223+ 524 = 10
$1—2$2+$3—9$4 = 0
- + 3%2 — T3+ 8134 = 7

31’1 + 81’2 — 3.T3 — 14%4 =
201 + 319 —x3 — 214 =
T1 — 229 +x3+ 1024 =

T, + Dy — 223 — 1224 =

T —Tog+ T3 — Ty =
—21+ T2+ 23 +x4 =
T1+To—T3+2Ty4 =
T1+ Ty + T3+ Ty =

o O O O

[SAREN B O]

W N =

16
-3
40
—32
95

#312. Resuelva los siguiente sistemas lineales, por el método Gauss Jordan:
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—T1 — Xy + 203 — 314 =
201+ 219 — 23+ 924 =
1+ 29— 223+ 34 =
T3 +x4 =

Ti+ro+a3t+ry = 0
201+ 225+ 23+ 24 =
X1+ To— T3 +2Tg4 = 0

|
{ Ty + Ty + 203 — 3y =
{ _
|
|

o O O O

=

31‘2 — I3 + 41’4 =
T, + 2112 — 31‘3 - 51‘4 =
ZC1+Q?2—51’3+61’4 = —

W O DN =

201 — X9+ 33 =
4!E1+2[L‘2+21‘3 =
—2x1 + bxy — 43 =

2$1+$2—35L’3+$4 =0

ZE1—3$2—21’3—2$4 =0
—3$1+4ZL‘2—|—I’3—3$4 =8

o O O

T+ X9 — 203+ x4+ 2205 = 1
. 4r1 — 3x9 — 8x3 — 214 — X5 4
)\ 221 + 335 — 635 — 374+ 1205 = 2
3ZE1—$2—$3—ZE4+2ZE5 = 6
3r] + 4wy — 13 + 2T4 + 205 — x5 = 4
—x1 — 8xy — 8x3 — 2004 — x5 + 16 = 2
k‘) 7$1+3$2—3$4+2.’L’5—I6 = —2
—$1—$2—J}3—ZE4+21‘5—ZE6 = 9
9I1 — T3+ T4+ 2[L‘5 — Tg = —12

#313. ;Para qué valores de \, el sistema
()\—1)$1—ZL‘2—21’3 =0
233'1 iy )\33'2 + x3 =0
4.T1 + Ty + 4563 =0
tiene solucién no trivial?
#914. Demuestre que el sistema no lineal tiene 18 soluciones para 0 < a < 2,

0<p<2ry0<y<2rmy

2sina+5cosff+3tany =0
sina+2cosf+3tany =0
—sina —5cosfB+5tany =0

#315. Resuelve el sistema de ecuaciones para @, y s:

24 mz,—1i = 1
23+ 3z122+ 225 = 0
212 — x1wy + 325 = 13

T — 2 — 2
Sugerencia: tome u = 27, Vv = T1T2 Y W = T5.
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#516. Considere el sistema de ecuaciones lineales
ar, + 556'2 + 8[)’)3 = b1
?xy + BPry + 0?3 = by
Oé3.171 I 531'2 ol 931'3 = b3
Dé solucién al sistema cuando «, 3 y 6 son diferentes. Dé condicién para
una solucién cuando o = 3 # 6 y dar soluciéon general en este caso.

#317. Discutir las soluciones del sistema de ecuaciones en incégnitas:

axr, + Brs + 213 =1
ary + (26 - 1)1’2 + 3$3 =1
O[(L‘l—i‘ﬁl’g"‘(@—i‘g)fﬂg :25—1

#918. Determine los valores de k, de tal manera que el sistema lineal

kx+y+z+w =0
r+ky+z+w =0
r+y+kzt+w =0
z+y+z+kw =0

a) tenga una Unica solucion,

¢) tenga solucién de dos parametros,

d

)

b) tenga solucién de un sélo parametro,
)
)

tenga solucion de tres parametros.

#319. Encontrar las inversas de las matrices:

111 ... 11
111 1 011 ... 11
011 1 001 ... 11
00117 :
0001 000 ...1°1
10 0 0 0 1]
£320. Sea la matriz
10033 3]
S I
010iii
H:OOl??5
00055%
000 ¢ ¢ =
[0 00+ = £ |

Hallar H?%,

#321. Encontrar las inversas de las matrices siguientes, si es que existe:

100 0
a)0200
0030
0 00 4
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-1 0 5
b | -1 4 12
| —14 8 —16
[ 2 6 11
c)| 1 —4 2
24 7 4
12 0 0 0
-6 12 0 0
%) 0 -8 12 0
. 0 0 -9 12
4 5 0 0
) 6 70 0
0045
0 0 6 7
[ —1 1 0 -2
-2 =2 2 4
/) —4 2 —4 -6
2 -1 2 4
[ 1 2 -3 4
) 3 =2 1 0
16 4 -8 12
[ 5 4 3 1
[ 13 06 -1
02 -4 0 2
h) 30 30 -3
-2 0 5 4 1
17 =59 4
#3522, Se cumple:
Aopop opl! 4 -1 -1 -1
LA pop -1 4 -1 -1
wopoN -1 -1 4 -1
Lo A -1 -1 -1 14
Hallar 3\ — 2pu.
4323, Sean las matrices:
4 -5 9 -3 7 -8 -2 -9 5
A= 2 3 8 |,B= 2 0 b5 |,C= 3 =7 3
—4 2 16 1 -1 1 1 -8 1
Hallar X, en la ecuacion XA = X B + CA.
#5324, Considere la matriz involutiva A = [a(l)l 312 ] Calcule af; + ai,.
11
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925,

#£126.

27

928,

329,

#530. En las siguientes matrices encontrar el determinante:

. 2 3 1 -1 2 4 :
Lasmat]mcesA—[_1 1],B—l0 9 ]yD—[_g O}satlsfacen
AX =D+Y
BY =A+D

Hallar X — Y.

Sea K una matriz de n x 1 tal que KT K = 1. La matriz H de n x n dada
por
H=1,-2KK"

es llamada una matriz de Householder. Demuestre que:

a) H es simétrica.

b) H' = H”
C) H200 — In
1 5 0
Sea A= |0 1 4 |.Hallar A*, para todo k € Z.
(00 1
[ 1 0 0
Sea G=1]0 —2 0 |.Calcular G°.
0 01

Indique si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) El determinante de una matriz puede ser calculado por expansion sobre
cualquier columna o fila.

b) Siuna matriz contiene una columna de ceros, entonces su determinante
es cero.

c¢) El determinante de una matriz triangular superior es el producto de
sus entradas de la diagonal principal.

d) Si H es una matriz invertible entonces det(H ') = [det(H)] ™ .

e) SiJ es una matriz obtenida por intecambio de dos fila 0 dos columnas
de H, entonces det(H) = det(J).

f) det(A+ aB) = det(A) + adet(B), a € R.

g) Si A= AT entonces det(A) = +1.

h) Si K es una matriz diagonal de n xn con entrada d, entonces det(K) =
dr.

i) Si A, B y C son matrices cuadradas entonces det(ABC) =
det(A) det(B) det(C).

S

Alex Aro & Oscar Santander 269



WUPLPER;

> —

Capitulo 6. Matrices

ECNOLOGIA

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION
CIENCIAY T

| o (ap)
— O — 00
™ | [@N] (@}
1 _ O —
— o~ N 0 M <t © <t o
—_— _ [ = N m O A AN N _
— e a o~ IR A
1
NN o =N Ay <t — © — <t o < — —
N ~ | — _ _ _ [ _ o H MM A H - O _ |
= _ _ — © © oM _
<t © AN — Ne) M AN — M AN AN AN~ — a
VO M N | | o1~ <10 00 m _ _ _ — = AN — _ |
_ (I (I (. _
— A AN O a 1O <t <f I~ - O — — O - a ™
Il ©wo | | o - NN~ < _ _ om—c o | |
L 1 L ] L
— —~ —~ —~ —~ — —~ —~ —~ —~ —~

Alex Aro & Oscar Santander

270



WUPL PERy;

CIENCIA Y TECNOLOGIA

INSTITUTO UNIVERSITARIO DE INNOVACION

Capitulo 6. Matrices

15 -3 3
1 —4

0

—15

-3
—2

—10

1

0 -2 -4 -2 -10

3

#3531, Demuestre que

—acefhm

o O O

oS O O
o o
o o
— O o

o 3 O

00 ¢c 0k O
00 0doO0Om

0

0 000 e

#332. Considere la ecuacién:

[ N AN

I 3 3
2a a3a5a
02a I 3
a02a3a

Hallar el mayor valor de a.

#3533, Determine los determinantes:

0 22 2 2 2 2

2N RN
2202 2 2 2
2220 2 2 2
222 20 2 2
222220 2

A% 2 2 4 20

c)

#5334, Demostrar que el determinante

35 6 7 6
2 07 5 4

115 38
9 3 20 4

721 4 4
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es divisible por 9.

#£335. Calcular:

1 2 3 m
—1 0 3 m
-1 -2 0 m
-1 -2 -3 0

#£336. Calcular:
1 3 5 7 9 11

13 15 17 19 21 23
25 27 29 31 33 35
37 39 41 43 45 47
49 51 53 55 57 59
61 63 65 67 69 T1

#3537, Demuestre que

r+y a3 T T
T T+y T iy
T T T+y ... 7 = (mx+y)ym_1,
T x T . Tty

donde, la matriz es de m x m.

#338. Demostrar que:

Lapap 1 1 1
1 1+y 1 1 _ 11 1 1
1 1 142 1 —xyzw<1+m+y+z+w
1 1 1 14w

#339. Demuestre que si § # \, entonces

B+ 1 0 ... 0 0
BA B+X 1 ... 0 0
0 BN B4+X ... 0 0 gntl _ yntl
: : P Lo B
0 0 0 ... B+X 1
0 0 0 ... BA B+

donde, la matriz es de n x n.
#540. Use la regla de Cramer para encontrar el valor de x5 en el sistema,

ar; —ary+ fry =a+f
Bry — Bra+axs =0
—azry + 2829+ 323 =a—f,

donde o y f son constantes o # +5 y av # 20.
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#341. Use regla de Cramer para resolver el siguiente sistema:

3r1 + 229 + 23+ 204 = 2

x1+x2+2x3+x4 = -1
I —|— 41’2 —|— 81’3 —|— 21’4 = 1
31‘1 + 21‘2 — 31’3 +x4 = -2

#342. Use regla de Cramer para resolver el siguiente sistema:

rT1—Tot+a3+4xy = 4

T1 — T+ Ty = -2
$1+2$2—$3+2I4 = 2
T1+ 29— 23— x4 = 6

#£343. Resolver el sistema:

—T1 4+ 225 + 23+ 225 =
—4x1 4 229 + x4 — 875
—$2+$3+$4+2$5
T+ x3+ x4 — 225

Ty + To — 223 — X5 =

|
N O B = N

Use la regla de Cramer.

344,  a) Sea bj;, denota el cofactor de Dy, en la matriz D de n x n. Pruebe que
det (D®,...,D¥ ¢;, D&, DMV) = by,

b) Demuestre que:

bjl
bj2
D | | =det(D)e;, (6.64)
D50
para 1l <7 <n.
c¢) Deduce que si B es la matrix tal que B;; = b;;, entonces DB =

det(D)I,.
d) Demuestre que si det(D) # 0, entonces D~ = [det(D)]"'B
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