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Prodlogo

Bienvenidos al apasionante mundo del calculo integral, una disciplina matematica que
ha sido una fuente inagotable de conocimiento y aplicacion en una amplia variedad de
campos, desde la fisica y la ingenieria hasta la economia y las ciencias sociales. Este libro
es un manual exhaustivo disenado para ayudar a los estudiantes de ciencias e ingenierias
a comprender y dominar los conceptos fundamentales de la integracion.

La integracién es una continuacién natural de la diferenciacion, y juntas forman el
corazon del calculo, una de las piedras angulares de las matematicas. Mientras que la
diferenciacion se centra en el estudio de las tasas de cambio, la integracién nos permite
abordar problemas relacionados con la acumulacién y la totalizacion. Desde el céalculo
de areas bajo curvas hasta la resolucién de ecuaciones diferenciales, el calculo integral se
presenta como una herramienta poderosa y versatil para resolver una gran variedad de
problemas en la vida real.

A lo largo de este libro, exploraremos los conceptos de antiderivadas, integrales inde-
finidas, diversas técnicas de integracién, integrales definidas, areas, volimenes y longitud
de arco. Trabajaremos juntos para desarrollar tu comprension de estos conceptos, paso a
paso, con ejemplos claros y ejercicios practicos que te ayudaran a fortalecer tus habilida-
des.

Este libro esta disenado tanto para aquellos que estan dando sus primeros pasos en el
mundo del calculo integral como para aquellos que desean profundizar en su conocimiento
y aplicarlo en situaciones mas avanzadas. Independientemente de tu nivel de experiencia,
te animamos a abrazar el desafio del calculo integral, ya que ofrece una ventana fascinante
a la belleza y utilidad de las matemaéticas.

Al final de cada capitulo, encontraras problemas y ejercicios cuidadosamente seleccio-
nados que te desafiaran a aplicar lo que has aprendido. No temas cometer errores; son
oportunidades para aprender y mejorar. A medida que avanzas en el libro, te sorprenderés

de lo que eres capaz de lograr.

Los autores.
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Capitulo 1

Integral Indefinida

El objetivo del calculo diferencial es conociendo una funcién cualquiera determinar su
derivada. El proceso inverso de este hecho, dada la derivada hallar la funciéon que dio lugar
a esta derivada (llamada primitiva o antiderivada) se le llama integracién y el simbolo

que se utiliza es J Por ejemplo:

g(z) = 32* es una antiderivada de f(z) = 6z, pues ¢'(z) = f(x)

1.1. Conceptos basicos

Definicién

La funcién F(x), se llama la antiderivada o primitiva de f(z), si

Fi(x) = f(z).

Ejemplo

Consideremos F(z) = 23 + 3z y f(x) = 32% + 3, se tiene que F(z) es la antiderivada

de f(x), pues F'(z) = f(z).



Observacion:

Tenemos que:
Fi(z) = 2% + 2z es la antiderivada def(x) = 2x + 2, pues F|(z) = f(x)

f(x)
f(x)

Fy(z) = 2? 4+ 22 — 3 es la antiderivada def(z) = 2z + 2, pues Fy(

x)
x)

F3(z) = 2% + 22 + 4 es la antiderivada def(z) = 2z + 2, pues Fj(

En general se cumple:

G(z) = 2* + 27 + c es la antiderivada def(x) = 2z + 2, pues G'(z) = f(z)

Definicién

Si F(z) es la antiderivada de f(x), entonces la funcién:

se denomina antiderivada general de f(z).
Al proceso del calculo de antiderivadas generales se llama integracion, como se expresa

en la siguiente definicion.

Definicion

Si F(x) es la antiderivada de f(x) , entonces a su antiderivada general G(x) = F(x)+c¢

se denota por:

G(z) = Jf(ac)dac =F(z)+c¢

Al cual le llamaremos la integral indefinida de f(x).

Nota:

En toda integral indefinida, a la funcién f(z) se le llama funcién integrante, y a la
variable x se le llama variable de integracién y a la constante c¢ se le llama constante de

integracion.




Ejemplos

@ Calcular f(élx?’ + 32%)dx

d
Como d—(x4 + 23) = 423 + 32?%, entonces J(élx?’ +32%)dr =2 + 2% + ¢
T

e Calcular Jcos xdx

Como d—(sen x) = cosx, entonces jcos xdr =senx + ¢
T

Nota:

La integral indefinida goza la propiedad de linealidad

L [17(e) % @) do = [ fo)de = [gla)da

2. fk‘f(x)dx = k:ff(:v)dx

1.2. Primeras féormulas Basicas de Integracion

.
1. |de=x+c¢

[

r n+1

2. | 2"dx = L

n+1

+c, n#-—1

o

r

dx
3. | —=lnlz|+¢c
T

[

1.3. Cambio de variables

Dada la funcion f : I — IR queremos calcular f f(z)dz, se hace un cambio de variable

r = u(t) y cémo dx = u/(t)dt, se verifica

[ @ = [ra@ye@a

. Al final se reemplaza su expresion en funcion de x.

9



L Ejercicios Resueltos j

Resolver las siguientes integrales indefinidas

o fa:(a = ba®)da

Resolucion

Como z(a — bz?®) = ax — bx* se tiene:

f 2 b
Jx(a — ba?)dr = J(aaj — bat)dz = afxdx = bfx‘ldx =ag ~ bg +c

(% ) J(x — Vo + 1)V + 1)da

Resolucion

Como (r — v/z + 1)(y/z + 1) = 232 + 1, entonces:

2512

+x+c

f(x C Va4 1)V )de = f(x3/2 +1)dr —

34512 —4 5 4 )
S T
x r x
Luego
34522 —4 5) 2
fﬁ—xdxzj 1+~ —dor3)dr=x+5lnz|+ = +c
x3 x x?

(% ) J(gf” + 2)232%dx

Resolucion

Hacemos u = 23 + 2 — du = 322dz, luego

3 34 9)3
J(x?’ + 2)?32%dx = qudu = % = % +c

10



Q|

2+ 2

Resolucion

U
Q ‘

Hacemos u = 22 + 2 — du = 2xdx — > = xdx

Luego
xdx Lfduw 11 _y) 2 4 2
I B du = 2B/t = Z(p2 4 9)3/4
s 2]\4/& 5 | u u=gu 3(x +2)°" +¢

0[9&?4

Resolucion

Hacemos u = x + 4 — du = dx, luego

d d
J T —u=1n|u|=1n|x+4|+c
x+4 u

2
2
Q |~
r+1

Resolucion

Tenemos que

2% +2 3
=r—1+
z+1 z+1

11



2 2 3 2
Jx—i— d:czf r—1+ dxzx——x+31n|x+1|+c
r+1 r+1 2

Q[Zf(l—é)m-dl‘

Resolucion

a? =1 /2 .1/4 2 —5/4
sz e x/eext o de = J(:L‘—l)l‘ -dx
= J (:173/4 — :1:_5/4) dx

= a4y C

@]zf(x2—4x+4)4/3-dx

Resolucion

]=J[(I—2)2]4/3-dx = f(x—?)g/?’-d:r

= ﬁ($ —2)11/3 + C

Resolucion

I = J$1/2(x2 —z—2)dx
= f(xg/Q —zt? — 207 dy

2 2
= 5935/2 — §x3/2 — 422 C

@sz\/%dx




Resolucion

I = J \/2py/xdz
= \/%Jf/zdx

3/2

xr
= £/2p —+C
P 3t

2./9 3/2
%_’_C

Resolucion

1—n+n

= p/". g4

= {/nx+C

13



- ERl et

Resolucion

dx
®]:f\/x—1+\/x+1

1-2
I = JLdm
z+1

_ Jx—i_l-daj—ZJ dx
z+1 z+1

= z—2lnjlz+1|+C

@ I= f (23 4 3)Y12° - da

[ (Vo —1—+z+1)
JWr—1+Ve+1)Wor—1—+z+1)
(Ve —1—+x+1)
J r—1—xz—1

(Ve —1—+x+1)

dx

dx

dz
J -2
1 1
—ijx/a: — 1dx + QJM(M

1 1
—3 (- 1)%2 + @+ 1)+ C

[(z +1)%? — (2 — 1)*?] + C

Wl =

Sea:

° u=(x3+3)1/4:>u4=x3+3:>x3=u4—3

— 4uid = 32%dx

4

— gu?’d = 22dx

14



Entonces:

@ ]zf\/?)—i-x(x—l—l)z-

4
J (2 + 3)Y4%® - 2? - dx = J u(u* — 3)§u3du
4 4
—J (u* = 3)u'du = - | (u® — 3u)du
3 3
4 (v 3
3 (3 g ) tc
4
ﬁ(af” +3)4 - (P 3 4 C
dz

Sea:

® U

3+r=—=ul=0+3=zx=u>—-3

= 2udu = dx

Entonces:

/ 1
®I:f 1+ — -2 3dz
2

u(u® — 3+ 1)%(2u) - du

Sea:

c a1

—|—1:>2 1+1:>
- uc = - —
2z 2z T

ﬁdfﬁ

2(u® —1)

= 2udu = —

15



Q[
e*+1

1 T _ LT
;7 — Judx
ex+1

e’ +1 e*
= dr — d
Je’”+1x Jeﬁurlw

= Jda:—f ¢ dx
er +1

Sea:|| o u=e*+1= du=e"dx

Entonces:

d
I = x— —ud:U
U

= z—Inju+C

= z—Inle*+1|+C

@f:fm.xwx

Sea:

e u=\3—r=—=ut=3—-cr=—1=3—1u?

= 2udu = —dx

16



I = fu (3 — u?)?(—2udu)
= —2[(3 — u?)*u*du
= -2 f (9 — 6u* + ut)uldu

= —2J(Qu2 — 6u’ + u®)du

9e” e’
J(e$)2+26$+1 ‘ J(e$+1)2 v

Sea:
o u=¢"+1= du = e*dz
Entonces:
d
=95 = 9Ju2du
U
(%)
= 9| — | +c
U
= ——+
er +1 ¢
@ I Jxm + x4esen3:*’ cos 3x + x?’dx
T
T
2/3 d
I = x—4dx + Jese“?’x cos 3xdx + f_x
T x

= Jxlo/sdx + Jesm?’x cos3zdx +In|z| + C

17



Sea:

o U =" — Inuy = sen 3x
— w_ 3 cos 3xdx
U
Entonces:
-3 . 1 d
I = 2By —Ju—u +1Inl|z|+ C
7 3 u
-3 1
= 73:’7/3 +gut In|z|+C
-3 1
= 79:‘7/3 + gese“?’x +Inlz|+C
In(1 2
@[:an( +x>da:
1+ 22
‘ Resolucion ‘

Sea:

Entonces:

@ I f senh z dr
1 + coshz)3
= —

Sea:

e u=1+coshz = du =senhz-dx

18



Entonces:

I = d_u = fugdu

1
= ————+(C
2(1 4 coshx)? "

d
Q-5
zln“x

Sea:
1
e u=Ihr=du=—--dx
x
Entonces:
d
= —Z = Ju2du
U
u‘1+
= — +¢
-1
= —+c
U
1
= ———+(C
Inz

@ ]=J$\/2x2+3-dx

Resolucion

Sea:

o u=21%43= du=4xdx

Entonces:

1 1
I = ZJV 202 + 3 -4dxdxr = Z—lfumdu

19



@I_f 3tdt i
Vit2+3

Sea:
o u=1t>+3= du=2tdt
Entonces:
I_SJ 2tdt _SJdu
2 Y3 2)ulB
3 \
= §Jul/3du
3 [u??
= — C
> (33) +

= i (t2+3)2+ ¢

1+
= d
Q? f1+¢x o
Resolucion

Sea:

e u=\r=ut=1x

= 2udu = dx

Entonces:

1 2 3
I = J tu udu = QJU + udu
1+u u+1

Por divisiéon de polinomios:

I = 2f(u2—u+2)—2f du

u+1

3 2
- 2(%—%+2u)—21n|u+1|+0

Vad

= 2(§——g+mﬁ>—2mw%+u+0

J cot zdx
D -
sen’x + 1

‘ Resolucion ‘

20



cos zdx (cosz - sen® x - dx
I'= 7 - 7 7
senz(sen”z + 1) ) sen’(sen” x + 1)
Sea:
e u=-sen r+1
du = Tsen® x - cosx - dx
du
— =cosz-sen®z - dx
7
Entonces:

MY LT

7 u+7 u—1

11 | |+11| 1|+ C
= —chnjul+snju—

7 7

u—1

=3

‘w
u
sen'z+1—1

sen’ x + 1

sen’ x

=3

o

N = g

=3

R

sen’x + 1

@ ]Zfef”(l—i—xlnw) i
T
I = J(e—-l—exlnx) dx
T

o u=¢ce"lnr = du = (e——i—emlnx) dz
T

Sea:

Entonces:

szdu

= u+C

= e'lnz+C

21



@ I Jg;x(:cln%: +23;1n91:— 1) dz
rIn®x
‘ Resolucion
Sea: T
T
o U=
Inz 1
Inz(z- 2! +2%nx) —a® - -
— du = 2 |
In“ x
" Inz + 2" In’z — 2% =
= du = 2 o e
In“z
gy xx(:vlnm—l—ganx—l) du
zlnx
Entonces:
I = Jdu
- Y 40
Inz

@ I = Jx(2x +5)"0da

Resolucion

Sea:

dx

V(1 — /)

Q-
\

-5
° u=2x+5:>x:uT

— — = dx

2

du 1

J(57) o = e

1 /w2 5ult

il e C
4 (12 11 ) "
(2 +5)* 5

_ 2 11
48 U

Resolucion

22




Sea:

d
. u:l—\/5:>du:_%5
:>—2du—d—x
_\/E

Entonces:

;_ J—Qdu
U

u
= 2In|u|+C

= 2In|1—-+z|+C

Q- iy

7 _J dz B lf 72%dx B 1f 728dx
)2+ )2 7S 2S5 a(aT+1)2 7)) 2T(27 4+ 1)2

Sea:

e u=2x"+1=— du= 725dx

23



Entonces:

Sea:

1 du
I = =
7) u*(u—1)
11 1
= = d
7) -1 "
1 uw*+1—u?
= = du
7) w(u-—1)
1 [ 2 _ 2
_ [ ]w (u* —1) du
7) | wu-—-1)

1 u? u? —1
= = — du
7) |w(u—1) w?(u—1)
1[ 1 -

_ 1 C(w+D(u-1) du
7) [u—1 u?(u—1)

1([ 1 u+1
= = — d
7) [u—1 u? ] N
1 1 1 1
= = ————=|d
7) [u—=1 w UQ] "
R S L SR S e
= 7_nu nu+ ~
[ -1 1
= — ln<u >+—]+C
71 U u
1] x’ 1
-
7_n<x7+1) x7+1]+0




Entonces:

= %O((z—i—(z—l—(z—l—...—l—w)g)g)g)
- %((z—l—(z+(z+...+oo)9)9>9)18+0

@I:flnm

2+ 1

-dx

, _J In (z + Va2 + 1)1/2

dz
2+ 1
111 +va2+1
]:_J n(a: x )dx
2 2+ 1

Sea:

u=1In(x + Va2 +1)

1
du= ——— [1+ 122+ 1)"Y2(22)| dx
e B SR G G
1 Viz+1l+x
du = . dx
T+ Vr2+1 2+ 1
dx
du =
2 +1

25



Entonces:

~
I

rO |

—
I
Q
IS

I
M|
N
o] S,
N———

_l’_

Q

| S

l
l-|>|'—‘4;

+

Q

(ln(ac + \/x27—i-1))2 +C
= (@ + v+ D) v
— \/ln(x +Va2+1)+C

@I:fo’daj
3 — 8

(2® — 82 + 822

I = d
J 3 —8 .
r‘x5_8x2 372
= —d d
| s x+8fx3_8x
(22(2® — 8) 72
= —d 8 d
J x3-8 v fx3—8x
o 22
= d 8 d
J:z: X + Jx3—8$
Sea:
o u=2x3—8=— du=32%dx
d
:>?u=x2dx
Entonces:
x3 du 3 8
[=— 48— = —+-=1 C
3+ % 3—|—3n|u|—i—
23

8
= —+§ln|x3—8|+C

(° + In|z® = 8*) + C

-y

26



Si:
o —i(a?—a?—8)=—4(a? —8) + za?
;o J(—%(az2—8)+%x2)daj
x(z? — 8)
1 x? —8 1 x?
= —= d - d
8]9&(9&2—8) x+8fx(x2—8) v
1(d 1
_ __f_x _f T
8) = 8J 22-18
Sea:
o u=212—8=— du=2xdx
Entonces:

1 1 [ du
I = —lne+—| &

T Y

= 21 +1l +

= —qglna+ glhute
Inz? 1

- — —In(z? —

16 +16n(x 8) + ¢

1. 22-8

= 1—6ln( p ) +c

J dx
Q-
sen 2z (In tan x)

Sea:

= du =

= du =

e yu=Intanxr = du =

sec’ x

dx
tanx
T

) cos? x

(sen i

COS,T
T

SeNn r COST

27



Entonces:

7 :J dz _ lf dx
2senx - cos z(ln tan x) 2) senz - cosz(lntan x)
du
2) uw
1

1
= §ln|lntanx| +C

@ I = J\/l + cos xdx

I J\/l—i—cosx V1 —cosz (V1 —cos?zx

de = —dx
1—cosx J V1 —cosx

 +/sen?zx

= —dx
JV1—cosz
-
senx
= —dx
J+V1—cosz
Sea:
o u=1—cosx = du = senxdz
Entonces:

du —1/2

= 2?4 C

= 2¢/1—cosz +C

@ I arctan \/z s
Va4 222 + 23

T

I J arctan y/x dr = J arctan y/x s

VT A1+ 20+ 22 Vaa/(1+ x)?
arctan \/de
Va(l + )

28



Sea:

1 1
u = arctan(y/x) = du = T (\/15)2 : Qﬁdx
= 2du = d
YT e

Entonces:

I = Ju -2du = ZJudu

2

u
= 2. —+C
2

= (arctan+/x)* + C

@ I = JxQSenxl(senx + zcoszx - Inz)dr

2senx
I = Jx (senz + xcosz - Inz)dx
T
= szse”(w + cosz - Inx)dx
T
Sea:
o Uy =x2%"" — |lny =2senx-Inx
d
— w_ 2 (cosx-lnx + senx) dx
c% sen x .
:>—=( —i—cosx-lnx)da:
24 T
Entonces:
du 1
I = — = —|d
J“ (2u) 2f “
1
= = C
2u+
1,
— - sen x +C
Qx

Inx
I = dx
@ f (Inz —1)3
Resolucion

szmhllz—il)]gdx - f(xmlz—x_m)gdx

29



Sea:

e u=zhr—r=du=(Inx+1-1)dx

= du = lnxdx

Entonces:

I = d_u = Ju_?’du

u3
—2
- —+C
1
= a2
1
B _Q(xlnx—x)2+c
1
= —s5——3 +C

202(Inz — 1)2

@ [ 2r — q/arcsenxdﬂlj
V1—a22

I 2xdx f«/arc sen 35

V1—a22 1-— x2
Sea:
o u=+1—-ax2=—=u?=1-— 22
= 2udu = —2xdx
= —udu = xdx
e v =, /arcsenr — v? = arcsenz
1
= 2udv = dx
1 — 22
Entonces:

2
:.4¢Tiﬁ—§¢@E£B$+O

@ ]_fxlnx—(l—l—xQ)arctan:pdx
(1+22)In*x

30



Sea:

Entonces:

@Hfﬁ

arctanx
® Y= —————
Inz 1
1 5 Inx — — arctanz
= du = T x dx

In 2

J f(:vlnx— (1 + 2%) arctan
x(1+x2)ln x

:UZJ<$IH1’—(1+$ )arctanx) i

z(1+22)In’z

)as

I = u
arctan x

- +C

Inz

; Siendo bbb el maximo nimero de tres cifras.

Sea:

1= ] sy

1 J 999z dz
999 x99 - (299 + 1)2

B J 9992998 dx
999 ) 2999(299 4 1)2

e u =21 4+1=— du=9992"%dz

31



Entonces:

1 f du
] = —
999 ) w?(u—1)
1 [ 1

1
= 599 _ln(u—l)—lnu—i-a] +C
_ L _ln(:vggg) —In(@™ +1) + 1 +C
999 | 299 1 1
999 1
= —Ine—— W@+ +—"—<+C
999 ™" ~ ggg (@ )+ 599 1 1)
1 1
— 1 o _1 999 1 - O
no = gog M@+ U+ Sesmme ) *

32



L[—jj

esolver las siguientes integrales indefinidas

(d 1 [
oJx—fz—;Jrc eJ(4x3+3x2+2x+1)d93=x4+x3+x2+
T+c
(%) r‘{’/Eclx = §x4/3 +c (% ) ﬂ(l — 2)Va2dr = §x5/3 — §x8/3 +c
J 4 J ) 8
i 1 12 48 64
Q ] 2%(4 — 2%)3dx = —§x9 + 71‘7 — ga:5 + gzv?’ +c

Resolucion

33



r 2
3z + 4dx = §(3:c +4)%2 4 ¢

[ dz 1 iy
Joem =y

J Va2 +2r —4

[ (22 + 22)d 2
(2” + 20)dx = (2% 4 327 +1)12

JVad +32+1 3

[ xdx 1 1 +
- _ — c
JG=5F " "ie-5  @-op

+c

o
J
o2 4o verm—ice
)
Q

‘ Resolucion

x+3 3
Y P R LEE R

34



[ xdx

J ’\/I"i‘g

2
=S+ 3)%2 —6(x +3)2 + ¢

 3dx 3
— 2 In |1+ 2] +
J1522 L+ 22 +c

J1—a3 3

(x— 1

Jax+1

12
o
@ (24 - -
15

de=x—2Injx+1|+c¢

23
@J 2x 4da:=x2+4ln|x2—4|—|—c
x J—

621 1 9
@ f62$+1dx=§1n|e”+l|+c

35



& 6

r

r

~

©

dx

zlnx

=In|lnz| +c¢

dx

S P
01— n | nx|+c

In(lnz) 1 5
mdl’ = 5(1H(1HZL‘)) +c

Resolucion

© 6 6

r

r

r

1
(22 — 3)%dz = 5(2:1: -3+

1/3 2)4 3
@l +27 . +2 Vg = g(xl/?’ +2)5+C
x

(x —2)1! N 3(z —2)1°

1)(z — 2)°dz =

+C

36
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1.4. Segunda férmulas Basicas de Integracion

1. Je“’dm =e"+c

2. fa””dxz ¢ +¢, a>0

Ina

LEjercicios Resueltos ]}

Encontrar las siguientes integrales

(% ) JQSxdx

Resolucion

Hacemos u = 5z — du = 5dxr — 5" dz, luego

1 1 Qu 25x
[ [ foraun L (22) 2 22
5 5 5 \In2 5In2

e fe2—31dx

du
Hacemos v = 2 — 3z — du = —3dr — —3 = dx, luego
d 1 1 1
f@2_3xda: = je“(—?u) = —gfe“du = —ge“ = —§e2_3‘” +c

‘ Resolucion

d d
Hacemosu=\/§—>du=%EHQ(M:\/—E

, luego

JE
fe dr = |e®(2du) = 2e* = 2eV* + ¢
AT

dx

Resolucion

38



dx

Hacemos u = g — du = -5 2du = dx, luego

J dx _ J 2du
er/2 4 er ) et 4 e2u
B 2J e~ 2udy,
N e v +1
1
=2J<e“—1+ )du
e"v 41

2(—e " —u+1In(1 +e"))

=—2e7? —z+2In(1 + ¥?) + ¢

e I = féf‘:ez dx

I - 1(4-6)55 da

(4¢)”

2r_3r+1
@zzf—dx
5z+2

2933
P S w

3 (2%.3°
dx
25 5z

39



J‘GQQC — 2a%b* 4 b?ac
a*b*

aIE bLB
= — =24+ —| d
J[bx —i—ax] x

@y, Gy

In(a/b) In(b/a)
SN 70 S P /L0 S

dx

+C

Ina—1Inb Inb—Ina
= ﬁ—Qm—i—C

<a2x_b2ac)

ﬁ—%’—i—C’

e I = Jeeexeez”da:

Por cambio de variable sea:

o U =¢* = du=e"dx

Entonces:

EZ €T u
I = Jee e e“dr = Jee edu

Luego otro cambio de variable sea:

o w=¢"= dw = e"du

40



Entonces:

szewdw = e+ C

Q I = Je2x5d:c
e i

Sea:
o u=2r—5=—du=2dx
du
— =d
= 5 x
Entonces:
d 1
I= Je“(—u) = —f “du
2 2
1, N
= —¢ 1
2
1
= §€2x75 4+ c

@ I = Jexlm(lmﬁ + 1)dx

Sea: u =xInz = du = (Inx + 1)dz

@ I= Jx%(lnx + 1)dx

I = Jx‘” ~2®(lnx + 1)dx

41



Sea:

o u=2r*"—= lhu=xlhz

— du _ (Inz + 1)dx
i

Izju-u-d—u = Judu
u

3tanh T

Q!-| - w
cosh” x

I = JBtanhx -sec h2x - dx

e y =tanhxz

du = sec h?x dx

I = J?)”du

3u
= E-FC

3tanh T

- In3 +C

Q-2
et —1

e*dx

ety et — 1

Sea:

e u=rer—1l=—=1w?=e"—1=¢e"=u’+1

= 2udu = e*dx

42



Entonces:

f 2udu J du
[= |2 _
u(u? + 1) u? +1
= 2arctan(u) + C

= 2arctan(ve* — 1)+ C

@I_flrﬂx'd_x
- JIndx =z

_flnx+ln2 dx

lna:—i—lnél.?
Sea:
d
. u=lnx:>du=—x
T
Entonces:
Ju—l—ln? ju+ln2+ln4—ln4
= cdu = ~du
u+1n4 u+1n4
u+1nd In2 —-1n4
B Ju—i—lnél'du—i_fu—i-lnll du

In2
= |d
J v fu—i—lnél

= u—1In2
“ nfu—i—lnél

= u—In2-In|u+mnd|+C

= Inz—In2-In|lnz+1n4|+C

= Inz—In2-In|Indz | +C

2x
Q- | w
e* +1

IzJ ¢ dx
et +1

Sea:

e u=yer+l=—=ul=e"+1=¢e"=u?>—-1

= 2udu = e*dx

43



Entonces:

o

2e" 4+ e7"

dx

3er — 4e~ 7

2
§( e +1)7° —2Ver +1+C

Sea:

7 J e*(2e* + e ") .
e*(3e* — 4e*)
2e% + 1
= J—eh — 4d:v
B j 2e2" [ dx
B e — J 3e2r —4
J 2621‘ d N r efZchx
= :L' B — e ——
36293 _ 6—2:5(36233 _ 4)
B J 262‘” [ e 2%dx
) 3e — J3—de2
o u =23 — 4= du=3e*(2)dx
d
- o e**dx
6
e v=3—4e ¥ = dv = —4e **(-2)dx
d
= & e 2 dy
8




Entonces:

[_de_u+ @ — 2 d_u_i_l @
B 6u v 6] u 8) v
A e
= 3nu 8HU
= Inju/"® +In|v|”®+C
= In (|u|1/3 . |v|1/8) +C
= ln({‘/ﬂ-%)—i-C
~— I (\3/362z—4-\8/3—4e—2w)+c

dx
@I:f2x+3

[:JM
1+3-2-*=

Sea:
e u=1+3-2""=du=3-2""-In2(—dx)
—du
~— 32 du
Entonces:
1 du
= — — = ——1
3ln2 ) w ln8n|u|+0
In|1+43-277|
= — C
Ing& +

2$+1 _ 59:71

@ szl—oxda;

45



Solucion

51:
or.g 2
—5 dx
(27 .10 — 5
J 5-10°

i 30 —‘fﬁ da

o (3) w3 (5) o
§() =30 o
(%>

()

0) .
“(5)
)

§<>x
)

ln1—1n5 ln1—1n2
B 1n5 5 ln2 +C

46



a*b®

= J[z—:w2+2—2] ;wa
-+ ()]«

@y, by

In(a/b) In(b/a)
(a/b)" (b/a)*

2r T b?x
I fa 2a"b" + de

+C

= ma-tmb TV ip—mma ¢

= %—29&—%4—0

a lnb_;:f_rjb_2x+c
()
ﬁ—l’c—i—c

@ 1= Jeeeleew”da:

Solucién

Por cambio de variable sea:

o U =¢e" = du=e"dx

Entonces:

EZ €T u
I = Jee e efdr = Jee edu

Luego otro cambio de variable sea:

o w=c¢"= dw = e"du

47



QD!

Entonces:

Sea:

Entonces:

9¢e*

I = Je“’dw

:f—dx
e2r 4 2e 4 1

Solucion

9e”

IZJ(eﬁ)

dx
242 4+ 1

= e+ C
= ' +C
= ¢ +C

”fm

u=¢e*+ 1= du = e%dx

I=9 =

du

9Ju_2du
(%)
91 — ) +c
U
-9

+c

e +1

48



@—jj

tilizando las formulas, verifique las siguientes igualdades

[ 1
erdr = 5651 +c

Q |
i 1
e ze Pdr = —=e® + ¢
J 2
r‘el/x
9 5 dr = —e'" + ¢
J -’I;
[ 1/x2, -3 1/x?
e e 7 dy = ——e’/* + ¢
J

2
Resolucion

T
T _ 2dr = % —
ef(e z%)dr = e 6+1+c

49



r

1
(e + 1)%e"dx = g(e”” +1P +¢

P1+€2.’17 . .
e dr=¢"—e *+c¢

J e’

r . 3x 1 1
@ i dr = —e** —e* + x4 ¢

Jer+1 2

r 62:5

dr =¢e* —3ln(e” +3)+¢

Q Jer+3 ( )

‘ Resolucion

2V 21tV

d jrm—

Qfﬁx m2 ¢
. B ate®

@faedaz—l_i_lna—i—c

20



Q [ ey (3Y 4 (2) ]+
2¢3¢ 7 In3—1In2 | \2 3
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1.5. Tercera Féormulas Basicas de Integraciéon

.
1. | senxdr = —cosx + ¢

.
2. | cosxzdxr = senx + ¢

.
3. | tanzdr = —In|cosz| + ¢ =1In|secz| + C

.
4. | cotxdr =1In|senz|+ ¢

.
5. | secxdr = In|secx + tanz| + ¢

.
6. | cscaxdr =1In|cscx —cot x| + ¢

-
7. | sec® xdx = tanz + ¢

-
8. | esc?zdr = —cotz + ¢

-
9. | secxtanxdxr = secx + ¢

~

10. | cscxzcotxdr = —cscx + ¢
J

[ Ejercicios Resueltos ]

o J cos dxdx
T i

Hacemos u = 4v — du = 4dx — Iu = dz, luego

d 1 1 1
J-coséla:dx = Jcosu(zu) = ZJ-cosudu = g senu = Z—lsenllx +c

(%) J(x — 2)sen(z® — 42 + 5)dx

‘ Resolucion ‘

52



d
Sea u = 2 —4x 4+ 5 — du = 2(z — 2)dx — ?u = (z — 2)dx, reemplazando en la

integral:

du COS U cos (x? — 4x + 5)

J(:z: — 2)sen(z® — 4a + 5)dr = Jsenu— = - = — +c

2 2 2

efxta\n/f )dx

‘

Resolucion

d
Sea u = 1?2+ 4 — du = i, reemplazando en la integral dada:

Va4 4

tan(va? + 4)x

Vaz+4

0 [

dr = Jtanudu = —In|cosu| = —In|cos(vVaz? +4)| + ¢

Resolucion

QU
‘

Sea u = Inx — du = —, reemplazando en la integral dada.
x

[t

dr = fcotudu =In|senu| = In|sen(lnz)| + ¢
x

dx

Q- | i

Sea
o u=1—4r = du = —4dx
d
— M
4
Entonces:
_du —1
_ 4 _ 2
I = JCOS2U = IJsec udu
1y +
= —tanu+c
4

1
iy tan(l — 4x) + ¢




dx

o[t
1 + cos 10z

dx

= e
1 + cos 2(5x)

Si:

-

T COST

e CoS2x = cos“x — sen‘x

2 2

dx

1 + cos 2(5x)

dz

o:-;

rsenx +cosx — 1)™

i dx

J 1+ cos?b5x —sen?5x

[ dx

J 1+ cos?2bx — 1+ cos? 5z

[ dx
J 2cos? 5z

1 J dx

2 ) cos? bz

1

ij sec? badx

1 /tanbzx

- C
(15)

1
Etan5x+0

Sea:

Entonces:

e u=2xsenz +cosxr — 1 = du = z coszdx

u

—m +1
(zsenz + cosz — 1

du

um

= Jumdu

—m+1

+C

)1fm

+C

1—-m

o4



Sen T - cos T
I = f dx
va2sen? x + b2 cos?
Resolucion

Sen x - cos
I = J dx
Vazsen?x + b2(1 — sen? z)

Sen T - CoS &
= J dx
V(a2 —b%)sen?z + b2

u = (a®> — b*)sen’ x + b?

Sea : || = du = 2(a® — b*) senx - cos zdx
du

= ———— =genx-Ccosx -dx

2(a® - b?)

r= ( a?—b2>)

o —b?)f S

1 u1/2 o
T o) 12

1 1/2

1
= m-\/(az—bQ)sen2x+b2+C

Entonces:

1
= —— vaZsen2x + b2cos?x + C

(a? — b2)

sen3 X

Q]_ Jcos T

sen?zx - sen

[ o= |fresenr
Jeosz
J(l — cos? ) senz
\/COS T

dx

X

95



o U = /cosT = u? = cosz

Sea : = 2udu = —sen zdx

= —2udu = sen xdx

Entonces:

;o J(l—u4)(—2udu)

u

= —2](1 —ut

5
u
= —2 _ —

= —24/coszx +

du

~—

+C

o) ho —

(veosz)® + C

@ I = Jsecz(cos(ln x)) - Mdm

T

‘ Resolucion
Sea .
e u=cos(lnz) = du=—sen(lnz)—dz
- sen(In x) i
T
Entonces:
I = —fsec2 udu = —tanu+C

= —tan(cos(lnz)) +C

1+t
@ I:fﬂdx
sen 2x

o6



@ 1= f\/l + sen zdx

senx

1+
J COST g,

2s8enx - cosx
1Jcosx + senx

dx

2) senz-cos?z

CosS & 1 sen x
— dr+ - | —mdzx
2senx - cos? x 2 ) senx -cos?x

dx 1 1
—_— + — dx

JQsenx-cosx QJCOS2$

d 1
J v + —f sec? xdx
sen2r 2

1
J csc2xdx + 5 tan x

1 1
§ln|csc2x—cot2:1:| + itana:—i—C

1
5 (tanx + In | csc 2z — cot 2z|) + C

Sea:

/ "\/1+senx-\/1—senxd
= x
J v1—senx
"Vl—sen%cd

= - dx

J V1 —senz

[ v/cos?x J

= —dx
J+vV1—senx

cosz

= —dx
J+V1—senx

o u=1—senx = du = — coszdx

= —du = coszdx

o7



Entonces:

du 1/

= w21 C

= —2¢/1—senz +C

d
@]:f—x
1+ senx

I J dx (I —senw)dx
~ Jl4senz ) 1—sen?zx
(1 —senx)dx
] cos?x
i sen xdx
= sec? xdr — f 5
J cos?x
Sea:
e u=cosx = du=—senzdr =— —du = senxdx
Entonces:
du
I =tanz + — = tanz+ qudu
U

-1
U
= tanx—i——l—i—C

1
= tanzx —— +C
U

+C

= tanz —

COS T
= tanxz —secx + C

@I:f cos’ x dr
1 —senx

o8



3
o— J cosz
1 —senx
B J cos® z(1 + sen x)
~ J (1 —senz)(l +senx)
S2(1
Jcos z( —i—senx)(m
1 —sen?z
3a(1
JCOS x( ;—sena:)dx
cos? x

dx

= Jcos z(1 +senx)dx

Sea:

o u=1+senr = du = coszdr

Entonces:

2

szudu = %—I—C

1+ g
_ Qrsnaf g

YR S -
sen?x - v/cotx — 1

s _J csc? xdx
) Yotz —1

Sea:

o u=+veotr —1=u?=cotx—1

o 3uldu = — csc? xdr = —3u2du = csc? xdx
Entonces:

)
I :J Su”du = —3fudu
U

u2

= —;(cotm ~ 1)+ C




senzx +sen2x +sen3x + ...+ sennx
CcoSx + cos2x +cos3x + ...+ cosnx

Q!

J

Se sabe que:

Solucion
sen (2&
e senx +sen2x +sendxr +...+sennr = ((i) -sen(”T“:U)
sen (£
na
sen (4 ni1
e CcoSx +cos2x +cos3x +...+cosny = = COS(TI)
sen (5)

60




L{_}j

alcular Tas siguientes integrales inmediatas

~

1
sen gd:v = -2 cosg +c ('3 ] J:v cot 2’dx = 5 In(sen 2?) + ¢

[ 1 1
cos? zsen xdr = —3 cos®x + ¢ 9 J-xz sec? 3dr = 3 tanz® + ¢

V
.
e cosedr = sene” + ¢

9
J
(2]
J
(%5 ) J"sec\/idx = 21In(sec vz + tan /) + ¢
o
J

senx + cosx
0 — dx=lIlnsecx+x+c¢
CcoS T

61



i 1
@ e3cos2xsen2xdx: __630082:1:4_C
J
(secxtanz 1
—————dr = -In(2 + 3secx) + ¢
Q J 24+ 3secx 3 ( )
[ dx
@ —— =cscx —cotx + ¢
J1+cosx
[ dx
@ —— =tanxz —secx + ¢
J1+senx
-
@ (secx — tanx)’dzr = 2(tanx — secx) —x + ¢
J

‘ Resolucion

2
@ fﬂdx =In(1 +tanzx) + ¢

1+ tanz

62



[ cotx

] mdﬂf: 51H|S€C23§'| +c

/1 —senx

der =In|l +senz|+ ¢

(1 + cosx
————dr=Inlz +senz|+ ¢
JT+senx

[ cos 2z 1
+c

o
@ Vi
o
o

_—adr = ——
J sen? 2z 4 sen? 2x

1 1
@ fsen2xcos4xdx = Zcos2ac— ﬁcos6x+c

QJ\/md

1 3/2
oo x=§(5+2tanx)/ +c

63



dx 1
@ = — + In|secz + tanz| + ¢

sen? x cos T sen x

‘ Resolucion

64



1.6. Cuarta férmulas Basicas de Integracion

( dx 1 T

L |—5—— = ~arctan(~) + ¢
JT°+a a a

5 f dx x+

. | —— =arcsen— +¢
J\/CL2—1'2 a
[ dx 1 T

3. | ——— = —arcsec— +c¢
Javazt—a?2 a a
( dx 1 T —a

4. = —1 +c
Jax2—a?2 20 |x+a
[ dx 1 a+x

5 = —1In c
Ja2—22 2a |la—=x
[ dx

6. —zln‘x—i—\/xQ—i—aZ‘—i—c
J\/x2+a2

E[Ejercicios Resueltos j

J= | —/_
o V6 — 22

dx

T
I =4arcsen| — ) +c¢
(x/é)

QJ dx
2 —4x + 13

Cuando en el denominador se tiene una expresién cuadratica como en este caso, se
completa cuadrados.

2 —4r+13=(r—2)*+9

Luego se tiene que:

f dz _J dz
22 —4r +13 ) (2 —2)2 + 32

Haciendo cambio de variable: u = z — 2 — du = dz, entonces:

dx du 1 U 1 x—2
(a; — 2)2 3 = NERED = § arctan (§> = § arctan 3 +c

65




e f dx
vV—x2—-6x—6
R

En el radicando, completamos cuadrados:
—2% — 62 —6=3— (x +3)

Luego, reemplazando enj la integral:

Haciendo cambio de variable: u = x + 3 — du = dx, entonces:

f\/szﬁw B f?) iuuQ - aresen <\%> = arcsen (x\;;) +e

Resolucion

Hacemos:
dx

dx .
et e
v1—1n%z V1 —1n%z

x
Sea u = Inx — du = —, luego reemplazando:
x

d
I= J Y _arc sen(u) = arcsen(lnz) + ¢

V1—u?

e u=x2 = yt=12

= 2udu = dx
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Entonces:

dx
1)-

x2dx

14 22

0|

J@rm

J 2udu
(

u? + 1)u
d
2J Y
w2 +1
2arctanu + ¢

21/2

2arctan/z + ¢

( 22dx

14 a2

(22 +1—1
1+ 22

0

dx

)as

142
dx

J

-5

1 —i—xde

-
dx—j

xr — arctanz + C

dx

]:f\/2d——wwzj\/(\/§)

Sea:

2 _ (\/gx)2

o u=+/5r = du = +/5dx
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du 1
J?ﬁ ,/(ﬂ)Q_uz
B
VORI

_ */?garcsen (%) +C

= \/?5 arc sen (\/127(%) +C

@ I J zdx
V16 — 94

I J xdx _ J xdx
V16 — 94 A/ 4% — (322)?

Sea:

d
o u=3$2:>€u=xd:r

I du 1 B 1J du
)6 Vaz—wz o 6)Vaz— w2

1
= 8 arc sen (%) +C

1 R
= éarcsen (%) +C

QI_J dz
:L‘\/4—91n2m

:fx¢4—dfsw

Sea:

du

° u=31nx:>—:1dx
3 x
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Entonces:

dx
e % 4 e”

°-|

1 U

§f V22 —u?
(2)+C

—arcsen(glnx) +

3 2

1
3 &Ic sen(In z%?) 4+ C

1
— arcsen

3

! C

-

Sea:

dx _ f erdx
1 o 2z
2w 1+e
65[7
B J erdx
1+ (en)?

u=e* = du = %dx

Entonces:

-

senx - cos ZE
dx

V2 — sen4

Q-

du
14 u?

arctanu + C

arctan(e®) + C

Sea:

e u=-sen’r = du = 2senx - cos xdz

du

— - = = sen x - cos xdx
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Entonces:

IZE (w;l%?) - % wd%z
1 du
- QJ /(ﬁ)Q_u2
= %arcsen(\%)—l—c

1 (sen2x> Lo
= Zarcsen | ———
2 V2

QI_Jx\/l Iz d;t:

+4Inx —

1
I = J il dx
x\/1+4—4+41nx—1n2x
Inx
= dx

j x\/5—(ln2x—41nx+4)

_ f Inz dr
24/5 — (Inz — 2)2

Sea:
e u=nr—-2=haoe=u+2
1
— —dx = du
x
Entonces:
o u+ 2
NG —u2
du
= —du+ 2| ——
J\/5—u2 5 — u?
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Sea:

e v=1b—u2=—=12=5—1u?
= 2udv = —2udu

= —vudv = udu

Entonces:

= —Jdv + 2arc sen(%) +C

5
= —v+2arcsen(\%)+0
= — E)—u?—i-Qarcseni +C
v (\/5)

Inz -2
= —4/5— (Inz —2)2 4 2arcsen( m7

V5

)+ C

@ |
/22 + 1

Sea:

w? —1
2

e u=\2r+1l=—=uw=2r+1=z =

= udu = dx

du 2 u—1
=2 -
qu—l il 1+¢

V2r+1-—1
V2r+1+1

= In| |+C

@ s _J‘ m_earctanx +1H(]. +x2)m+mdx

ver +x2et — a2 —1-4/1 + a2
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Vet — 1. earctan x\/ﬁln( z?) + \/7
Ver(l+a2) — (1+22) - V1 +2?
) e — 1 . earetans xW}n( ) + \/7
a f V0w =11 +22) - V1 + a2
Ver — 1 (et 4 g n(1 4 z2) + 1)
(er —1)- (1 + x?)
~ J ertans 4 g In(1 4+ 22) + 1
1+ 22

eaurctamw T 111(1 + q;2) dl‘
— cdr + | —————dr +
j1+x2 ! f (. f1+ﬂ

-dx

-dx

Sea: 2
o u=In(l+2% = du= ﬁxﬂdl’
du _ xdx
2 1422
Entonces:

; J earctan x o + j du n J dx
— - axr U—
14 2 2 14 2
1
— earctanx + ZUQ + arctan(x) +C

1
_ pactana T In*(1 + 2?%) + arctan(z) + C

@ I sec T tanx
m

Sea || @ u=secr = du = —secz - tan zdx

Entonces:

—du
Je
du
NS
= —Infu+Vu2+1/+C

= —1n|secx+\/m|+c
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Q- fearCtanerxln(l”z) RN

1+ a2

earctan T ln(l + gj2) dx
I = de+ | ———5—dz +
J1+ﬂ ! J +22 J1+ﬁ

Por partes, sea:

dx
e y = arctanx = du =
L
e v=Imn(l+2?) = dv = 1?_;62

I = Je“du + f%dv + arctanz + C
u 1 2
— ¢ +ZU + arctanz + C
1
— T 4 Z(In(1 4 22))? + arctanz + C

4

1
_ arctanc 1 In*(1 + 2?) + arctanz + C

Q[

Sea:




Entonces:

J 1 —du J udu
u - . — J
1 u? uvu? + 1
A1+ —
w2
_ _J du
u?z +1
= —Inju+vur+1|+C

1 1

= —In|—+4/(=)2+1]|+C
T T
1 1

= —1n|5+5\/1+$2|+0

I (| 1+\/1+x2 |)_1

+C

1+V1+ s

cos 2
I=|——-+—d
@ J4 + cos? 2x .

‘ Resolucion

Cos 2x
I = d
J4+1—sen22m o

J cos 2z
= — dx
5 — sen? 2z

Sea || o u = sen2xr = du = 2 cos2xdx

Entonces:

I::%f5%¥
sl
:1(1 J+u0+c

25"
_ 1 |\f—i—sen2x|+0
4{ V5 —sen 2z

2
Q-
22+ 22 +5
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[ 224+ 2+ 3
I = | ——dx
Jx2+2x+5
[ 22+ 2 dx
= | ———dx+3
Ja:2+2x+5x+ J(x2+2x+1)+4
[ 2x+2 dz
J:z;2+2x+5$+ J(w+1)2+22
Sea:
e u=2?+2r+5=du=(2x+2)dz
Entonces:
du dx
I = | —+3|——
u J(m+1)2+22

2 1
= Inlu| + 3 arctan (%) +C

2 1
— ln|x2+2x+5|+§arctan (x—2i— )—i—C

2 1
= In|2® + 2z + 5| + garctan (i> +C

@]_f 18d.ﬁE
) a2+4x -5

J 18dx J 18dx
J = = -
(22 +4x+4)—4-5 (x+2)2-9

dz
= 18—
J(a:+2)2—9

Sea:

o u=2x+2= du=dx

75



Entonces:

I=18Ju2

du

_32
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| Bjercicios Propuestos |

Verificar las siguientes igualdades:

[ dx T dz NG V10
——— = arcsen — + ¢ - = - -
oJ I — 2 9 QJ 5 a2 5 arcsen< 5 x>+c

e [ d:[,‘ . 1 t i 4 e J-d—x — larcsec (z—x) +c
J9+:E2_§aman§ ¢ /422 -9 3 3

r

e ﬂ = 1alrcsen (§x2) +c
J VvV 16—91‘4 6 4

x2dx
@ = —arctanx + c
1+ 22

7



r

33 — 4x? + 3z 3

dr = =2? — 4z + darctanz + ¢
J x?+1 2
[ dx -
————— = arctane” + ¢
Jett+e®
[ secxrtanx 1 2secx
——dx = — arctan +c
J9+4sec?x 6 3
i erdx 1 ; et +1 N
— = —arctan—— +¢
Jer +er—3 2 V2
Resolucion

Q)

QJ\/S—+7—J;2: Vo

20— 7

In( —1-9)——7 tan — +
n\xr arctan C
$2+9 3

3

T+ 2
arcsen —— + ¢
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o

o
15

®© 6 6

[ dx 2 ; (2:5—1)+
— = — arctan(——) + ¢
Ja2—x+2 ﬁ \/7
P . 1 (4x2+3)+

= arc sen c
JVicse -2t 2v2 i
J—$2+6x+13dx:1n|x +6x+13|—§arctan( 5 )+ec

f‘ 2 1
2t (ﬁ) CVIT9 e

J V4 =22 — 22 V5
i 5—4 1
’ dr = V12x — 42? — 8 — —arcsen(2x — 3) + ¢
JV12x — 422 -8 2
[ 2245

3 z+1
= In|z® + 2 = -
Jx2+2x+5dx n|r” + $+5|+2arctan< 5 >+C

79



T+ 2 T —2
@ ———dr = —V4z — 2? + darcsen | —— | + ¢
f dr — a? ( 2 )

r3dx 1 4 o V3 92 + 1
Q[ qmetes +1>—?maﬂ( 73 )+C
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Capitulo 2

Integracion de funciones

trigonomeétricas

Cuando nos referimos a la integracion de funciones trigonométricas, estamos hablando
de calcular integrales cuyo integrando estd compuesto por funciones trigonométricas y

constantes. A continuacién, se presentan los diferentes casos que pueden surgir.

Integrales de la forma: Jsenn xdr 6 Jcos” xdx

Se presentan los siguientes criterios para n entero positivo:

& sen"z =sen®*tly = (sen’x)Fsenz = (1 —cos’z)?senx  (n impar)
k
1— 2
& sen"z =sen’* 1 = (sen’x)k = (#) (n par)
& cos"x =cos® = (cos’z)¥cosz = (1 —sen® x)* cos x (n impar)
1+ cos 2z \"
& cos"x = cos?r = (cos?z)F = (T) (n par)

gEjercicios Resueltos J

esolver las siguientes infegrales indefinidas

e Calcular fcos3 xdx
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.

J cos® zdr = | cos®x cosxdx

'

= | (1 — sen®2) cos zdx
A

= | (cosx — sen” x cos x)dx
J

sen? x

=senx — +c

9 Calcular Jseng’ zdx

Resolucion
5 _ 4 _ 2 N\2
Jsen rdr = Jsen xsenxdr = f(l — cos” x)” sen xdx

= J(sen x — 2cos® xsenx + cos* x sen x)dx

2 1

= —cosx+§cos3x—gcos5x+c

e Calcular Jsen2 xdx

Resolucion

1— 2
fsen2 xzdr = J#dw

1
= 5[(1 — cos 2z)dx

T  sen2x
= = — +c

2 4
e Calcular fcos4 xdx

Resolucion

1 22\ ? 1
Jcos4 rdr = J <M) dx = ZJ(l + 2co0s 22 + cos® 27)dx

2
1 4
+ cos x) I

1
zzf(l—i—Qcosm:—i— 5

= gx-i- Z—lsean—i— ﬁsenélx—i—c

Integrales de la forma: Jsenm x cos" xdx, con m 6 n impar
positivo

La solucion se encuentra siguiendo el procedimiento expuesto en el seccién 2.1. consi-

derando aquel exponente que es impar.




[Ejercicios Resueltos j

o Calcular J sen? z cos® xdx

.
fsen2 wcos’zdr = | sen®z cos® x cos xdx
r
= | sen? 2(1 — sen® z) cos xdx
A
= | (sen® z cos x — sen* z cos x)dw
J
Los L5
=_—-sen"r — —sen°x + ¢
3 )

@ Calcular J sen® x cos® xdx

.
Jsen3 xcos® xdr = | sen?z cos® xsen zdx

A
= | (1 — cos® z) cos®  sen zdx
A
= | (cos® z — cos® ) sen xdx
A

= [ (cos? zsenz — cos*

xsen x)dx

cos®r  cos’x
= - + +e

3 5

2.1. Integrales de la forma: {sen™ z cos” zdx, con m y n

pares positivo

En este caso, la integral se evaltia en forma similar al procedimiento que se emplea en

el seccion 2.1.

[Ejercicios Resueltos ]]

e f sen? x cos® xdx
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f sen?® x cos® xdx

RN

1-— COS2.’E> (1 + Cos?x)
5 dx

(1 — cos? 22)dx

QO =i | = | = | = | = —

cos? 2zxdx

1
J( +cos4x) i
2
1

1
- —x — —f cos dxdx
8 8

x—S—Qsenllx—i—c

B e
.
8
|
=

W

8

Q Jsen4 x cos® xdx
e i

1 —cos2z)”
fsen‘lgr;cos2 rdr = J (_(:20s x) dx = fsen2 z(1 — sen® ) cos zdx
1 f‘
=3 (1 —2cos 2z + cos® 2z)(1 + cos 2x)dx
J
1 (
=3 (1 — cos 22 — cos? 2x + cos® 2x)dx
J
1 f‘
=3 (1 — cos 2z — cos? 2z + cos® 2x)dx
J
1 1+ cos4
=—|(1—cos2zx — coRY + (1 — sen® 22) cos 2z )dx
81J 2
= 1_6[ (1 — cos 4z — 2sen” 2z cos 2x)dx
1 1
= —(x— —Sen4x — —sen®2x) + ¢
16 3
el J senx+sen2x+sen3x+...—i—senn:t:d
= x
cosx + cos 2z + cos 3x + ... + cosnw
Solucién
Sea:
e senx +sen2r +sendx + ...+ sennx =
n+1 nw
sen x.sen —
_ 2
T
sen —
2
® COST + cos2x + cos3x + ...+ cosnr =
n+1 nw
cos x.sen —
_ 2
T
sen —
2
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Entonces:

sen ZI.sen —

2

n+1 nx

T.sen —
2

COS

sen

T
2
J tan (n—i— 1:5) dx
2
+

COS

+C

2
= — In
n—+1

T

e I = fcos 3x - cos Txdx

Solucion

1
I = J§ (cosdx + cos 10z) dx

1 4 10
_ _(sen x+sen x)+c

2 4 10

_ sen4x n sen 10z L C
-8 20

Q= Jsen(Q:v +4) - cos(6z + 12)dx

Solucion
Sea: w=2x+4

sen u - cos Judu

[

[

(
(1 (sendu + sen(—2u)) du
f

sen4u — sen(2u)) du

e S R S i SR i NOR
[

cosdu  cos22u
- — +C
(-5

4 1
cos( I—i—S) B cos(8:1:2+ 6)) L C
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e I = J cos’ 3z - sen® 3z dx

Solucién

R
I = cos’ 3z - sen® 3z - sen 3z dx

-
= cos’ 3z (1 — cos? 335) sen 3z dx

r

= cos® 3z sen 3zdx — J cos’ 3z sen 3z dx
J

cos®3x  cos®3x

- T tTa ¢
83 63

_ COS™ o _ COS™ o X C
24 18

0 I :f sen 10x - cos 19z dz

Solucion

I = f % (sen29x + sen(—9x)) dx
1
= EJ (sen 29z — sen(9x)) dx

1 1
= §J sen 29xdx — §J- sen 9xdx

__cos 29z n cos 9x L
B 58 18
_cos 9z  cos29z L C
N 18 58

sen gz - etan’ e
e [=|———— dzx

cos® x

Solucién

tan? x
SenxT - e
1 = J— dx

COoS T cos? x

2
= ftanx-secQ:ﬁ-etan T dx
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Sea:

o u=tan’x = du = 2tan xsec® zdx

u 2
= > = tan x sec” xdx

- Je“du
2

= —+C
2
etan2:v
= C
5 +
Q= fsec hx dx
Solucién
2
Se sabe que: sechr = ——
er +e*
2
I = J— dz
et +e7*

Sea:

2 x
= j ¢ dx
e +1

e.ﬁt
- 9
J(e"”)Q—I—l dx

e u=c¢c"=du=¢e%dx

I o_ 2f du
w2 +1

= 2arctanu + C

= 2arctan(e”) + C

@ I = J (sen” 3z + cos 3x)2 dx

Solucién
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( (sen4 3x + 2sen? 3z. cos 3z + cos> 3x) dx

2 2

4 2

1 1
§de + §J cos 6xdx

3 1 1+ cos12z 2 3
Zlfdx + ZJ (T) dr + 9 sen” 3x

3 1 1 2
Zx + gjdx + gfcos 12zdx + 9 sen” 3z

3r x 1 [(senl2x 2 3
Z+§+§< 12 )+§Sen3x+0

7 12 2
§+SGI;6 x+§sen33x+0

@ I = f\/cosx.sen3 xdx

®-|

3

sen” xr

cos? x. Jcosx

Solucion

-
I = cos? x.sen® x. sen xdx

~
= 0081/2 T (1 - COS2 ZE) sen xdx

r

= cos'? sen xdx — J cos®? x sen zdx
J

B cos>/? N cos™/? L C
- 3)2 7/2
2 7/2 9 3/2
_ 2cos"  2cos Lo
7 3

dx

Solucion

( sen’ 3xdx + 2J sen? 3z. cos 3xdx + f cos? 3zdx

1 — cos6z\> 2 1 6
((—COS x) dx+§sen33x+J(—+ coS DT

1 1 1 2
—fdx — —J cos bxdxr + Zlf cos? 6zdr + 9 sen® 3z

) i
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i sen® x

J cos? . cosl/3 x
(sen’ x.senx

- | =2

] cosByx
((1 — cos? z) sen
= dz

J cos™/3 x

7/3

— [ (cos_ — cos™/3 :E) sen rdx

J

cos ™3 cog?/3
_ - e
"3 23

3cos™3  3cos?/3
= - - e
4 2

@ I = COS™ x d:L‘
Vsenx
Solucion

r 4
COS "X - COSXT
I = ——— dx

J sen'/2 x

2
[ (1 —sen? z)

= | ~———5 " cosxdx
J sen'2z

((1—2sen’x + sen’ z) P
= cos xdx
J senl/?

-
= sen" Y2 x cos xdx — QJ sen? 2 cos zdx

r

+ sen
J

2 g cos xdx

4 2
= 2sen'?y — gsen5/2:1: + §sen9/2x +C

3

@ I = Sen- r d:c
veost x

Solucién
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[ sen?z - senx

dz

J cos/3 x
(1 — cos? x)

73 sen xdx
] costzx

cos 3z sen xdx — f cos?3 x sen zdx

-1/3 5/3

COS X COS

13 3

T

+C

3
3cos Px+ Zcos®Pr+ C

secx (g cos?r + 3) +C
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Efercicios Propucstos |

i r 1
cos? xdr = = + —sen 2x + ¢

J 2 4
" 1
sen3xdx=—cosx+§cos3x+c
J
[ sent d 3 2x + L 4o +
sen” xdr = —xr — —senl2x + —sendx + ¢
J 8 4 32

~
cos5 rdx = senxt — gsen3x + gsen5$ +c

i 5 3 1
] sen® xdr = 1—6x— Zsen?x—i— asenélx—l— Eseng’Zx—i—c
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[ 5 1 3 1 3
cos’xdr = —x + —sen2x + —sendx — — sen’ 2x + ¢

16 4 64 48
[ sen’ z cos* zdr = —x ! sen4dxr + 1 sen® 2z + ¢
167 64 48
[ 5 1 5 2 7 9
sen” x cos’ xdx = gsen T — ?sen T+ —sen”z +c
[ sen? 3z cos? 3xdr = —x 1 sen 12x 1 sen® 6z + ¢
16 192 144
[ sen’® x cos® xdr = 1 cos 2x + L cos® 2z 1 cos® 2z + ¢
64 96 320
[ 5 1 3 2 5 7
sen” x cos’ xdx = gsen T — 5sen r——sen'zr+c
Resolucion
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1 1
@ Jcos4 2 sen’® 2xdx = _E cos’® 2 + 1 cos’ 2x + ¢
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2.2. Integrales de la forma:{tan" zdx o {cot” zdx, con n

entero positivo

Puesto que n puede ser par o impar, su solucion puede ser encontrada teniendo en

cuenta lo siguiente:
tan” 2 = (tan” ?x)(tan® x) = (tan™ *x)(sec’ v — 1)

cot" x = (cot™ ?z)(cot® ) = (cot" ?x)(csc®z — 1)

Se tiene los siguientes ejemplos:

L Ejercicios Resueltos j

o Calcular {tan® zdz

Resolucion

{tan*zdz = {tan?ztan®xdx
= {tan® z(sec® v — 1)dx
= ((tan? zsec? v — sec’ x + 1)dx

tan®
= 3 —tanx +x +c

e Calcular fcot4 xdx

Resolucion

J cot* rdr = J cot® x cot? zdx
= jcot2 z(csc? x — 1)dx
= J(cot2 resc® r — cot? 2)dx
= J(cot2 zesc?x —esc? x4+ 1)dx
cot? x

= — 3 +cotx+x+c

e Calcular Jtan3 xdx

Resolucion
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r

Jtan3 rdx = | tanztan® xdx

A
= | tan z(sec’ x — 1)dz
A
= | (tanxsec? x — tan x)dx
J

tan® x
== +In|cosz| + ¢

2.3. Integrales de la forma:{sec” zdzx o {csc” zdx, con n

entero par positivo.

Si m es un entero par positivo, entonces n = 2k, luego escribiremos:

sec" z = sec® 1 = sec? Zsec’ x = (1 + tan® )" ' sec’ x

csc"x = csc? o = csc® Zesc? v = (1 4+ cot? ) esc?

Nota 1 Cuando n es un entero impar positivo, se usara el método de integracion por

partes, expuesto posteriormente.

[Ejercicios Resueltos j

e Calcular fsec6 xdx

.

Jsec6 xdx = | sec* zsec?® xdx

(‘

= | (1 + tan® z)? sec® zdx
A

= | (sec? z + 2tan® zsec? x + tan® x sec® x)dx
J

2 3 1 5
ztanx+§tan x—i—gtan x4+ c

Q Calcular fcsc4 xdx
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.
J esctwdr = | esc® xesc? wdw
f‘
= [ (1 + cot® x) csc? xdx
A
= | (csc® z + cot® z csc? x)dw
J

cot3 x
=—cotr —————+c

3

2.4. Integrales de la forma:

jtanm zsec" xdxr o f cot™ x csc” xdx

Se tiene los siguientes casos:

n entero par positivo y m cualquiera

tan™ xsec” x = tan™ x sec? x

2k—2 2

= tan" x sec T sec’ x

= tan™ z(1 + tan? z)* L sec’ x

n entero par positivo y m cualquiera

cot™zescx = cot™ x csc?F x

k

= cot™ x csc?* 2 resc? o

= cot™x(1 + cot?z)" Lesc?x

m entero impar positivo y n cualquiera

tan™zsec" r = (tan®**1z)sec" x
= tan? x sec" ! x(tan z sec x)

= (sec?z — 1)*(sec™ ! x)(tan x sec )

m entero impar positivo y n cualquiera

cot™zesc"z = (cot?* L) escmx
= cot?* x csc" ! x(cot x csc )

= (csc?x — 1)*(csc™ L x)(cot w csc x)
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Nota:

En el caso particular de que sea m par y n impar, la solucion es determinada mediante

el método de integracion por partes.

[Ejercicios Resueltos j

0 J tan” z sec* zdx

ftan7 rsect vdx tan’ z sec® x sec? vdr = Jtan7 z(1 + tan® z) sec® xdx

tan® :lt-l——tan T +c
10

Jtan zsec’ x + tan” z sec a:')dx
1
8

cot? x csc® xdx

.
J cot® z csc® wdr = | cot? z csc z(cot x csc x)dx

2

—

A
= [ (csc?z — 1) csc? z(cot” csc®)da
A
= | [esc® z(cot z esc ) — esc® z(cot z esc )| da
J

1
= ——csc7x+gcsc5x+c

7
e I = f tan® 4z - sec”? 4z dx

Solucién

7/2

I = tan? 4x - sec’’? 4z - tan 4z - sec 4x dx

= (sec2 4 — 1) sec’/? 4z - tan 4z - sec 4z dx

11/2

.
= sec 4z - tandx - sec4x dx

-
— sec’/? 4z - tan 4z - sec 4z dx
J

1 [sect¥? 4z 1 [ sec¥? 4x

= - |——)—-—-— ]+ C
4 13/2 4 9/2
sect¥24x  sec¥? 4x

- % 1w ¢
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e I V2 - dx
) cos3 - v/sen 2z

Solucion

i V2 - dx

J cosdx-+v/2senxcosx

i V2 - dx

J V2 cos?r-sen/2x - cosl/2x
[ 1

= dx

J cos™2 - sent/? x

i sen’z + cos® x q

= x

J cos?x - cos3/?x - senl/? x

fsen? 12 x . sec? x Jcosz3/2 x-sec?x
x x

J cos3/2 x senl/?

dx

fsen®? 1 - sec? :L“d jcosl/2 x - sec’x
€T

J cos3/2 senl/2

f‘ f‘

= tan®? - sec? xdx + | cot'? x - sec? zdx
J J

' '

= tan®? x - sec?® zdx + TP sec? xdx
J J tan/“x

-

-
= tan®? z - sec® xdz + | tan Y2z - sec® xdx

J

tan®? 2 + 2tan'? 2 + C
2

= gm-taﬁx—i—%/tanx—i—(f
2

- 5[\/tanx(tan2x+5)]+0

U] N S
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Efercicios Propuestos

i 1
cot® 2xdr = -1 cot? 22 — 3 In|sen2z| + ¢

o

O [ T = 2t ¥ 200
JSGC§$—§an§ an§ C
~

(3

o

(5

1 1
] tan® 3wdr = Etan4 3r — 6‘0&112 3z + gln | sec3z| + ¢

i 1 1
tan® zdx = gtan5x—§tan3a:+tanx—x+c

i 1 1
(:ot3 X csc3 zdr = g csc5 x + § csc3 xr+c
J

1 1
@ ftan‘lxsec‘lxdm = ?tan%c—i— gtan5x—i—c
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i 1 2
tan5 xsec3 xdr = ? Sec7x — 5 sec5x + § sec3x +c
J

( 1 1
tan® z sec? xdr = 9 tan’ z + - tan’ z + ¢

i 1 2 1

Q tan* rsec® zdr = —tan’ x + Ztan" = + —tan’z + ¢
J 9 7 5

Q|

tan® sec5/ 2

2
xdr = §se09/2:c — gsec5/2x +c
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Capitulo 3

Métodos de Integracion

3.1. Integracion por partes

El método de integracion por partes es de mucha utilidad en la practica, cuyo pro-
cedimiento es de la siguiente manera: Consideremos u = f(z) y v = g(z) dos funciones
diferenciables en la variable z. De la férmula para la diferencial de un producto de dos
funciones se tiene:

d(uv) = udv + vdu
udv = d(uv) — vdu

integrando ambos lados de la igualdad,
Judv = uv — Jvdu (3.1)

La ecuacion (3.1) se conoce como la ”Férmula para la integracién por partes”

La formula de integracién por partes es una herramienta 1til en calculo integral. Aqui

estd su explicaciéon de manera mas organizada:

1. Descomposicion del Integrando: Para aplicar la formula de integracion por par-
tes, primero debemos descomponer el integrando en dos partes: (u) y (dv). Elegimos
(u) de tal manera que sea facil de derivar y (dv) de tal manera que sea facil de in-

tegrar.
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2. Eleccién de (u) y (dv):
a) En general, es recomendable elegir (u) de tal manera que su derivada (du) sea
mas simple que la funcién original.
b) Por otro lado, elegimos (dv) de tal manera que su integral (v) sea facil de

calcular.

3. Situaciones Comunes: La féormula de integracion por partes se utiliza con fre-
cuencia cuando el integrando tiene:
a) Un producto de funciones.
b) Logaritmos.
¢) Funciones trigonométricas inversas (como (arcsin(z)), (arc cos(x)), (arctan(z)),

ete.).

En resumen, la integracion por partes nos permite simplificar integrales mas complejas

al intercambiar la derivacion y la integracién entre dos partes del integrando.

[ Ejercicios Resueltos ]

o Jx cos xdx

‘ Resolucion ‘

Sean

u=z — du=dx
dv = cosxdx — v =senx

entonces segin la formula 3.1, se tiene que:

fxcosxd:c =zxrsenx — Jsenxdm =gxsenx + cosx + ¢

Téngase en cuenta que al hacer la sustitucion

u = cosxr — du = —senxdx

1
dv=xdx—>v=§x2
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L, L, 2
entonces | xcoszxdr = 51’ cos ¥ + 3 z°sen xdx. Pero evaluar | z°senxdx es mas

dificil que evaluar Jx cosxzdx. De ahi que la eleccién de los factores, en este caso,
no es conveniente.

e JxQ In xdx

Resolucion

Sean

dx

u=Inzr—du=—

3
x
dv = 2%de —> v = —

Luego, reemplazando en la formula
3 3 3 1 3 3
szlnxd:v=%lnx— %?x:x—lna:—gfxzdx—é a

3
e faz:?’e"’”2 dx

Resolucion

Sean
u= 22— du = 2zxdr

2 1 -
dv = ze* dox — v = =¢e*

—

1 1 1
23 dr = 53726””2 — fxexzdx = 5513'26362 N

o

sec® xdx

—

Resolucion

Hacemos que:

J sec® xdr = f sec x sec? xdx

Sean

u = secx — du = secz tan zdx

dv = sec’r — v = tanx
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reemplazando en la férmula:

J secd xdr = secxtanz — | secxtan® xdx

=secxrtanz —

= secrtanx — Jsec z(sec? z — 1)dx

secd xdr + J sec xdx

Agrupando adecuadamente:

2j sec® xdxr = secxtanx + j sec xdx

Entonces:

1
Jsecg'mda: =3 [secxtanx + In|secz + tanz|] + ¢

e ]zfxln(l_x)dx
1+«
T

° u=ln(1_x):>du= —2dw

+ 1 — 22

° dvzxdxivz%

~
|
%
8
=)
N
—_
+ | |
818
N———
QU
S

1
2 1-— 2 -2
= T ’ —jx— dx
2 1+ 2 \1— 22
x? 1—x 2 —1+1
= —1 d
2 n(l—i—:z:)—i_j 1—a2
2 1-— 1
= x—ln * —J dw—fdx
2 1+ 2 -1
x? 1—x 1 1—x
2n(1+x> 2n(1+x) v+
x?—1 1—x
jrm— 1 —_
5 n(l—i—m) x+C




x+1
e f (x +1)2

e”(z? 4+ 1) [ 2?2+ 1
I=|—7F5de = | ———¢€"d

f(x+1)2 v Jx2+2x+1e v
(22 +2x+1—22
= e’dx
J r?+2x+1

i 2x
- 1— — 27 )7
J ( <x+1>2>6 o
r _
= exd:r;—ZJex Lll dz
(x +1)2

e*dr e
= -2 2| —=d
Jx+1+~hx+n2x

[

o u=¢"=du=edx

-1
e dv=———dz=v=
(z 4+ 1)? z+1

I = ex—zjed‘r—2 ¢ +2Jedxd:c
x+1 z+1 T+ 1
2e”

z+1

= efE_

0 ]zfxcosxdx

sen? x

Sea:
o Uu=2=du=dx
COS & —1
o dv= 5 der = v =
sen? x senx




T COST - dx
I = ;—dr = +
sen? z sen sen T

—x
= + | cscxdx
sen x
—x
= +In | cscx —cotx | +C
sen
—x

= +ln|tan£|+C’
senx 2

o- Jﬁ In(z® — 1)dz

‘ Resolucion ‘
Sea: ,
o u=In(2"—1)=du=— - 6x°dx
3 oo
o dv=2xdr=v="
3
3 6 r 1.8
I = —In(x —1)—2J x6_1dx
3 Fo8 2 2
_ 6 r -+
= Eln(:c —1)—2J ] dx
3 r 2d£L‘
= Tt —1) - 2|2 —2[ " g
n(x ) Jx x @1 x
3 2 1 -1
= Tt —1) = 28— 21 C
n(x ) 3% 3n| 3+1|+
3 2 1 31
= Tt 1)t +C

zlnx
Q I'= f(xQ _ 1)3/2dx

Resolucion

Sea:

o u=Inzr=du=—-dz
T

o dv= —(x2 — 1)3/2dx:>v = a1
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(22 + 1)e”
Q-

Inz +J dx
Vaz—1 a2 —1
Inz

= — 1+arcsec|x|+0

T2 —

(2% + 1)e” J 2 +1
[= 20 g = | (=2 e
Jx2—|—2x+1x 24+ 22+ 1 ©ar

- 1(1—(561—“’1)22@%:
- Je%x—?[ﬁdm

xe*
)}
¢ J(a:—i—l)?dm

u = ze* = du = e* + ze*dx
-1

dv=—2dx=>v=x+1

(x + 1)

@ [ Jarctznxdx
x

—ze® (x +1)e”
r_2 d
¢ (x+1+J(x+1) m)
et —2 (—me + Je"”dx)

z+1

SR o
r+1

e* —e* +C
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Sea:

1
e y = arctanz = du = dx
1+ 22
o dv=x2dr=v=—
T
—arctan x [ dx
I = +
x Jx(a? +1)
—arctanx (22 +1—2?
= + dx
T J z(@?+1)
— arctan x N 22+ 1 J x? q
= r— | ————dzx
x Jx(z?+1) zr(x? +1)
—arctanx (" dx J T
= — 4+ | — = dx
x J x 2 +1
—arctanx

1
= —+lnx——ln|x2+1|+(§’
T 2

— t
_ —ardant anag—i—lnx—ln|\/m|~I-C’
x

—arctanx x
_ Zactanz g (_) e
x 2+ 1

@ szx”lnmdx n#—1

‘ Resolucion
Sea: -
T
o u=lhzr=du=—
z
xn+1
o dv=2"dr=nv=
n—+1

n+1 n+l g
R lnx—f$ 2

n+1 n+1 =z
n+1 1

-z Inx — fa:”dx
n+1 n+1
xn+1 1 xn+1

= Inz — +C
n—l—lnx n—i—l(n—l—l)
xn+1 xn+1

= hy - ——=5+C
ntl (n+1)2

@ ]zf\/fhfxdx
‘ Resolucion
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Sea:

Sea:

Q!

arcsen
———dx

T2

d
e u =In? a::>dU—21nx—x
T

3/2

o dv=2"?dr=0v= 37

2 2 d
= 3 221’z §Jx3/2 2lnzx ar
x
2 4
= 3 221’ x — 3J 210 zdx
d
. u=lnw=>du=—x
T
. dv=x1/2d$:>v=§:v3/2
2 22 1In% 2 — 12 22 Inx + f 3/2dx
3 33 9 T
2 8 8
3 22 1In% gz — §x3/21n:n+§fxl/2dx
2 2
3 221’ x — 8x3/21nx+§ gx?’/z—i—C’
2 8 16
3 22 1In% 2 — 3/21nm+27 22+ C

Sea:

U = arcsenx °

1 1

d -
B V1 —a22 T

—arcsenz N J dx
x x/1 — a2
—arcsenz rdx

T Jaﬂm

109



Sea:

@]— ln—xdx
|

Por partes, sea:

@ I= fln—md:c
|

Por partes, sea:

u=+1— 22 = 2=1—u?

u?=1-—2°
2udu = —2xdx
—udu = xdx

—arcsenx J udu

x 1 —u?)u
—arcsenx N du
x u?z —1

1 1
——arcsenz + = In
T 2

1 1
——arcsenz + —In

T 2 |V1-22+1
Resolucion
e u=Inx o dv=a""dz
1
du = —dx v =2z
x

I = 2yrlnz — 2J@dx
x

= 2/zlnx — QJx_l/de
= 2yrlnx — 4z +C

Resolucion
e u=Inz o dv=a3dx
1 —2
du = —dz v=—2_
x 2
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202 2) x-x?
nz 1( 4

= —ﬁﬁ‘éjvl‘ dLL’

_ Inz 1 /x2 C
222 2\ =2
lnz 1

= T e
1

@ I = f(:(;2 —2x + 3)Inzdx

Por partes, sea:

e u=Inx o dv=(2*—2z+3)dz
1 o
du = —dz v=——a°+ 3z
x 3

dx

T

@ I = fsen(lnm)dw

Por partes, sea:

e u =sen(lnz) o dv=dx

1
du = cos(lnx)—dx v=u
x
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xcos lnx
I = xzsen(lnz)

= xsen(lnx) fcos (Inz)d

e u = cos(lnx) o dv=dx
1
du = —sen(lnz)—dx v=u1
x
xsen(In )
I = zsen(Inz)—zcos(lnz) — | ————=dx
x

= xsen(lnz) — zcos(Inz) — Jsen(ln x)dx
2] = zsen(Inz) —zcos(lnz) + C

I = g (sen(Inz) — cos(Inz)) + C

@ I = Janxd:C

Por partes, sea:

o u=In’z o dv=dx

du=2ln(x)-ldx v=u1
x

I = zIn’z —QJlnxdaL‘

o u=Inx e dv=dx
1

du = —dx V=2
x

I = :Bln2$—2xlna7+2fd$

= zln’z—2z2lnz+ 22+ C

@ I fln se2na:)dx
cos

‘ Resolucion
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I = fln(sen ) - sec’ xdx

Por partes, sea:

QD!

sy

dx

e u =In(senz) e dv =sec’zdr
du = - cos xdx v =tanx
sen
[ cos
I = tanz-In(senz)— | tanz - dx
J sen x
.
senz cosw
= tanz-In(senx) — - dx
Jcosz senx
.
= tanx-In(senz) — |dz
J

tanz - In(senz) —z + C

Por partes, sea:

e 2=+l = 22=zx+1
= 22dz = dx
2
I = Jlnz - 22dz
z
= QJlnzz-dz
= 4Jlnz-dz
e u=In(z) o dv=dz
d
du = — v=z
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I = 4zlnz—-4 ﬁ
z

= 421nz—4fdz

= 4zlnz—42+C

= 4/r+1-m(Wz+1) -4z +1+C
= 4\/ﬁ( In(z + 1) — )+C

@ I xlnx—l—vl—i—ﬁ)
V14 a2?

‘ Resolucion ‘

Por partes, sea:

o u=In(z++v1+2a?)
1
du = 1+ 22 1/2-2x)dx
xwm( g
p 1+x/\/1+x2
u =
a:—i—m
vVi+ax2+u
du = dx
(z +V1+22) -1+ 22
du = dx
_\/l—i—x2

rdx
o dv = == v =+1+22
V1 + 22

V1
I = V1+22 -In(x+V1+2?) — \/%
T

= \/1+x2-ln(x+\/1+x2)—fdx
= V1i+22-In(z+v1i+2?)—z+C

@szm-d:c

Por partes, sea:

o u=+a+ 22 o dv=dx

du = xdx

Va + x?
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21

132

@I:fm-dz

Por partes, sea:

21

@szw-dx

Por partes, sea:

[ zidx
J vVa+ x?
(2% + a—a)dz

J  Va+22
[ a+ 22 a
—d:v—l—f—d:c
J Va + x? Va + 2

r + 2 + 2
(a+2%)Va+zx dr +

J a + x?

vVa + x?
N

a+ x?

. _
. _
va + 1% —
va + 1% —

[ dx
Va+ 22dr + a | ——
J \/CL+.1'2
a:\/a—i—mQ—l—aln‘x—i—\/&—l—:UZ‘ +C
1

5 (:v\/a+:r2+a1n‘x+\/a+x2‘> +C

Va+ 22 —

a/ —_—
Va + x?

U=2x dv * dx
[ ] = [ ] e
V9 — 22
du = dx v=—V9 — g2

—2vV9 — 22 —I—JVQ—:E?-dx
2
—x\/9—x2+j )

T
— V9 —224+9

—2vV9 — 22 +9arcsen§ +C

1
= 3 (9arcsen§ —x\/9—x2) +C

dz _J x2dx
V9 — 22 V9 — 22

d
o u=In(lnx) o dv="
11 .
du = — - —-dzx v=Inzx
lnz x




In(z) J

zIn(z)

dx

I = Inz-In(Inx) —J

= Inz-In(lnz) —
= Inz-In(lnz) —Inz +C

= Inz[ln(lnz)—1]+C

@ I = Jsec?’x-d:c

I = JSGCI-SGCQI-dZE

Por partes, sea:

o U =-secw o dv=sec?z dr

du = secz - tanz dx v =tanzx

I = secaz-tanx—fsec:v tan’ z dx
= secx-tanx — Jsec:c sec2:c—1) dx
= secx-tanx—fsec xda:—l—fsecx dx

21 = secx-tanx + Jsecx dx

I = 3 (secx - tanx + In [secx + tanz|) + C

@ I = Jezzsenx-dx

Por partes:
o y=¢e*® e dv=senz dr
du = 2e** dx V= —COSXT
_ 2x 2
I = —e“cosx+2|e“cosxdx
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e u=-c¢e e dv=-coszx dx

du = 2e** dx v =sen

ol

61/36

@szﬁ) -dx

= —e®cosz + 2e*senx — 4Jeh sen xdx
_ 2z 2z
= —e“®cosz + 2¢e*senz + C

1
= 562‘” (2senx —cosx) + C

Hacemos un cambio de variable :

e 2= — = (dz =
x

— —22%dz = dx

12

reemplazando a la integra se tiene

Z2(__ 2
]sz = Jzezdz

-2
z

Por partes:

e Uu=2 e dv=¢e%dz

du = dz v=e
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r

r

~

r

z" In zdzx

In® x

dx
22

.
22 In? xdx

In? xdx

rlnzx

(1 —a2)1/?

dx

Resolucion
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(2% — 22 + 5)e"dx

Resolucion ‘

3.2. Integracion por sustitucién Trigonométrica

Cuando el integrando contiene expresiones de la forma:
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funcion Triangulo a construir Sustitucion
u

— =senf
a
fva2—u2-du @ U u = asenf
a du = acos 6do

4 sec b
a
f\/u2—a2-du u Vu? — a? u = asect
A du = asecftan 0db
a

[[Ejercicios Resueltos ]

2

T
Evaluar la integral | ——dz
o &) J /16 — 12

‘ Solucion ‘

T

Hacemos z = 4sen = senf = Z:

Luego trazamos un triangulo rectangulo.

J x? ir — J(4 sen 0)2(4 cos 0d0)
V16 — 22 4/16 — (4sen 6)2
= 16 | sen?6db
_ 16[1—(320829d0

= 8(0 —senfcosh) + ¢
V16 — 22
=38 (arcsen (E> — u) +c

16

2

x
Calcular: dzx
e J vVrz+9

Solucion

x
Hacemos ¢ = 3tan = tanf = 3

Luego trazamos un triangulo rectangulo, tal como se muestra en la figura.
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U
— = tanéf
a
f\/uz—i-a?-du Vu? + a u u = atanf
A du = asec? 0do
a
r = 4senf
dxr = 4 cos 0db 4 X

/)
o 4dcosf =+/16 — 22 V16 — 22

J (3 tan 0)(3 sec? Hd0)
(3tanf)? +9

.
= 9| tan® 6 sec Hdb

[

A
= 9| (sec’§ — 1) sec §df
(‘

=9 (sec® § — sec 0)do
9

= —tanfsect
2

zvVz2 +9
2

$2

Va2 — 16

Hacemos = = 4sec = secf = 1
Luego trazamos un triangulo rectangulo, tal como se muestra en la figura.

e Calcular el valor de la integral: f

(16 sec? 0) (4 sec 0 tan 0db)

J\/xQ—l f 16sec2§ — 16

=16fsec 0do
= 8secftanf + 81n |sech + tanb| + ¢
x x 2 — 16
—8(= In|s 4 Y2 —°°
8(7) +8I |7+ |+

=2z +8In|x + 22— 16|+ ¢

o ]zfx/lw—jiﬂd:p
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r = 3tané

dx = 3sec?6dp A9 + 2 T

a
e 3Jtanf ==z 3
xr = 4sech
dr = 4sec - tan 0do T 22 — 16

/)
o 4tanf = /16 — 22 4
‘ Solucion Sea:
x = sen = dx = cos 0d0

1 T

o cosf =+1—2a2

Reemplazando se tiene:

2
[:Jsen 9-(305(%9 = Jsenzé’de
cosf
_ f(l—cos%) "
2
= —(f—sen20)+C

(arcsenz — 2senf cosf) + C

(arc senx —2xV1 — xQ) +C

N RN~

e I = J\/él—i-xz dx
‘ Solucion ‘

Sea: x =2tanf = dx = 2sec?0dp

Va2 44 T
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o 2sech =+zx2+4

Reemplazando se tiene:

I = f2 sec - 2sec? 9df = 4J sec - sec? 6db

e u=secl = du = secltanfdb

o dv=sec?fdd) = v =tanb

r

I = 4tanfsect — 4| sech - tan®6db

J
~

= 4tanfsecd — 4 | secO(sec? § — 1)db

J

= 4tanfsech — 4| sec® 0dh + 4f sec 0df

J
r

5] = 4tanfsectd + 4| secOdd

J

4 4
I = gtan986(39+gln|se09+tan6’|+(]
4 4 |v4 2
= —ovV4d+22+ -In v +2l+C
) 5) 2 2
e [ dz
Va2 +4

Solucion |

Sea: x =2tanf = dx = 2sec?0df

Va2 4 4 T

o 2secH =+ax2+4

Reemplazando se tiene:

2
IZJM = Jsecgd‘g
2sect

= In|secf + tanf| + C

/=
m‘w Lo




0

‘ Solucion Sea:

6

z = 6sec = dx = 6secdtan 6do

e Gtanf = Va2 —36

Reemplazando se tiene:

_ JGseCHtanﬁdQ _ fsech@
6 tand
= In|secf +tanf| + C
2
_ |tV td vw+4‘ Lo
6
dx
I=|—
e J(25_x2)3/2
. Solwibn
Sea: x = bsen = dx = 5cos 0dl
5 X
V25 — 22
o 5cosf =+/25— 12
Reemplazando se tiene:
5 cos do 1 1
[=]|—— = — df
153 cos3 6 25J00820
= iJseCQQdG
25
_ tand + C
— o5

- 1( * )+c
25 \ /25 — 22




Q I dx
22/ x? + 4

Solucion

Sea: r = 2tanf = dx = 2sec? 0db

Va2 + 4

o 2secl =+/z2+4

Reemplazando se tiene:

2sec? 0 1 sech
I — _
J4tar129-2se(:90l(9 4Jtan29d9

_ 1 cos f
B 4Jsen29d0

cos? 6

1
_ —jCOSQdG

4 ) sen?6
1 1

: +
4 senf

1 12+ 4
__Z( 4 )+C

Q-
2\/4 — 22

Solucion

Sea: x = 2senf) = dx = 2 cos 0df

V4 — a?

o 2cosf =+/4— 22
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Reemplazando se tiene:

2 cos 0df 1 1
I = - =
J4sen29-26059 4Jsen2€d9

1
= ZJ csc? 0do

1
= _ZLCOt0+C

- (HEE) e

4 T

@ I= f\/a2 + 22dx
‘ Solucion

Sea: © = atanf = dx = asec® Hdf

va? + 2 x

o asecl =+a?+ x?

Reemplazando se tiene:

I = Ja sec -sec’ 0df = aQJ sec? O sec 6do

e u =secl = du = secltanbdb

o dv=-sec’0dh = v =tanh
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I = da’tanfsech — aQJ sec - tan® Odo
= a’tanfsect — aQJsecﬁ(se@G —1)db
= a’tanfsecH — aQJ sec3 0do + a2J sec 0d0

(1+a*)I = a’tanfsect + azjsec 6do

2 2
I = % tanfsechd + In|secl + tan 6| + C
1+ a? 1+ a?
2 /2 1
- P (w@re+n| YT N e
14 a? a
Q[
x24/5 — 22
Solucion |
Sea: = \/bsen = dx = /5 cos 0dh
\/5 X
Vb — a2
o /5cosh =+/5— a2
Reemplazando se tiene:
v/5 cos Odf 1 1
I = = = do
5sen2 6 - v/5cos b 5) sen26
1
= —JCSCQQdQ
5
1
= —gcotQ—i—C
1 /b — a2
- —5< xx>+0

Q-
/42?2 + 9
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Sea: 2z = 3tanf = dx = gsec2 0do

VAaxr? +9 21

3
o 3secl =+12+9
Reemplazando se tiene:
3 2
_J‘ §SGC 0do B lfsecede
gtané’-sece 3) tand
1 1
_ _J /cos @ "
3J senf/cosb
1
= gf cscOdo
1
= gln|cscé’—cot9| +C
2 _
1 VARE9-3]
3 2x
sec? xdx
Q- 72
(4 — tan® z)
‘ Solucion

Sea: tanx = 2sen # = sec? zdx = 2 cos 0df

2 tan x

4 —tan?x

o 2cosl =+4—tan’zx
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Reemplazando se tiene:

2 cos 0db 1 1
[ e _— — —_
J23 - cos? 0 4[0082 9d9

1
= é_lj sec? 0d6

1

= Ztan@—l—C
1( tan x )

= - | ——|+C
4\ 4 —tan?zx

@ I J e *dx
(9e—2= + 1)3/2

Solucion

—e *dx
= _f (3e)2 + 1)*2

1
Sea: 3¢ % = tanf = —e Tdx = 3 sec? 0d6

Voem 11/ (3¢

1
o secl =92 41
Reemplazando se tiene:
]:_J%seC%QdQ _ _lf 1 50
sec3 0 3 ) sect
1
= —gf cos 0d0o
= —1 senf + C
3

B _1( 3 )+c
3\ V9% 2 41
_6_1‘

- ——_4cC

W=

I (16 — 922)*” da
Qi-]—
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| Solucion

, J(42 — (32)%)*" da

16

Sea: 3z = 4senf = dx = gcos 0do

4 3x
V16 — 922

o 4dcosf =+/16 — 922

Reemplazando se tiene:

3

(% sen 9)6 3

35 (cos*d

B 4_2fsen69d0
35

= 1—6Jcot9csc9d9
3% [ —cot®h

_ 1_6( : )+c

5 16 —922\°
3(\/6 91‘)+C

- 16(5) 3z
1 (16 — 922)? .
Qi
(x +1)3 -2+ 2z
‘ Solucion

f dz
I =
(z+1)3 Va2 +2r+1-1

I_J dx
(x+1)p3 - y/(z+1)2-1
Sea: £ + 1 = secl = dx = sec 8 tan 0df

T+ 1 AV(r+1)2-1
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o tanf =./(x+1)2—-1
Reemplazando se tiene:

secftand
L= Jsec?’QtanQd@

1
= do
J sec? 6

= J cos? 0db

1 2
:J( +C2039 50

1
= 2J(l + cos 20) db

1

_ _( sen20)+c
2
1

=5 (arcsec(x + 1) + senf cosf) + C

1 (x+1)2-1
=5 <arcsec($ +1) + ) ) +C

(x+1)2
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r

(16 — 22)372

.T2

(V4 + 22

(/25 — 22

"(16 _ 9$2)3/2d

dx
26

dx
x

26

dx

Xz

e JxQMdz

@flJr\/qx

e JxZMdz’

2
@ J x dx
V21 +4x — 22

Resolucion
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3.3. Integraciéon de Funciones Racionales

P(x)
Q(x)

polinomios tales que el grado de P(x) es menor que el grado de Q(z), entonces se procede

Cuando la funcién a integrar es de la forma H(z) = , donde P(z) y Q(x) son
a integrar H(x) descomponiendo previamente en fracciones parciales, como se muestra en
los ejemplos siguientes:

[ Ejercicios Resueltos ]

xdx
o f 22 —3r—4
‘ Resolucion ‘

Como los factores del denominador Q(x) = x*> —3x —4 = (z — 4)(z + 1) son lineales

y distintos, entonces:

x A N B (A+B)xz+(A—4B)
(x—4)(z+1) -4 z+1 (x —4)(x + 1)
A+B=1 4 1
Entonces — A = - A B = —, luego reemplazando estos valores se
A—4B =0 5 Z

tiene

[ TSNS

22 —3x—14 4$—4 x—iil
=—ln|:c—4|+gln|:c+1|

= gln|(x—4)4(:c+1)|+c

f 322 + bx
o s
B4t —r—1
Resolucion

Factorizando el denominador Q(z) = 2® + 2> —x — 1 = (x — 1)(x + 1)?, entonces:

32245z A N B N C  (A+B)2*>+(2A+C—-Bz+A-C
(r—D(x+1)2 2—-1 24+1 (x+1)2 (x —1)(x 4+ 1)2
A+B=3
Entonces < 24+ C —-B=5 — A=2,B=1,C = 2, luego reemplazando estos
A—-C=0
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valores se tiene

xdx 2 1 2
fﬁ—i—x?—x—l :J(x—1+x+1+(x+l)2)dx
=21n|x—1|+1n|x+1|—i
r+1
+c

= In|(z — (e + 1) - ——

4+ x+2
o is
xt + 322 + 2
Resolucion

Factorizando el denominador Q(z) = z* + 322 4+ 2 = (2? 4+ 1)(2? + 2), entonces:

?+a2’+x+2 Arx+B Crx+D (A+C)2®+ (B+ D)a’>+ (2A+C)xz+2B+ D

(2 4+ 1) (22 +2) (:172‘+1Jr 12 +2 (22 4+ 1) (22 + 2)
( (
A+C=1 A=0
B+D=1 B =1
Entonces < — ﬁ
2A+C =1 C=1
2B+ D =2 szO

luego reemplazando estos valores se tiene

3 2 2 1
Jm—i—x—i—m—i— I :J( x )z

+
vt + 3% + 2 2 +1 1x2—|—2
= arctanr + Eln(yc2 +2)+c

QJ rdx
22 -3z —4

Como los factores del denominador
Qz)=2>-3r—4=(x—4)(x+1)

son lineales y distintos, entonces:

x A B (A+ B)x + (A—4B)

G-Da+D) 7-4 241 @-Da+D
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A+B=1 A=

Entonces —

A—4B =0 B =

O] O] s

luego reemplazando estos valores se tiene:

xdx 4/5 1/5
R [ A R A V|
JxQ—Sx—éL f(x—4+x—|i1)x
=—ln|x—4|+gln|x+1|

= gln|(a:—4)4(x+1)|+c

2
e J 3x° + bz .

B +at—r—1

Resolucion

Factorizando el denominador

Qx) =23 +2>—1z—1=(x —1)(xz + 1)? entonces:

322 + bx A B C

C-—D@+1? 2-1 z2+1 @+1p
(A+B)2*+ 2A+C—-B)z+A—-C
(x —1)(z+1)2

A+B=3 A=
Entonces 2A+(C —-B=5 = B=1,
A-C=0 C=2

luego reemplazando estos valores se tiene:

J xdx J( 2 N 1 N 2 \d
= T

w3 +a?—av—1 r—1 x+1 (z+41)?
=2Injz—1|+h|lz+1] - ——
r+1

fﬁ+u?+x+2
Q dx

xt + 322+ 2
‘ Resolucion ‘

Factorizando el denominador

Q(z) = 2* + 322 + 2 = (2% + 1)(2? + 2), entonces:
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?+2*+r+2 Azr+B  Cz+D

+
(2 4+ 1)(224+2) (22+1 2242

(A+C)x®* + (B+ D)z* + (2A+ C)z +2B+ D
(22 +1)(22 + 2)

.
A+C=1 A=0
B+D=1 B=1

Entonces < e J
2A+C =1 C=1
2B+ D =2 \DzO

luego reemplazando estos valores se tiene:

/ fx3+x2+x+2d f 1 LT y
xt + 322+ 2 24+1  22+2

1
= arctanz + 5 In(z? +2) + ¢

2 _ _
QJQJU 3x de

3+ 2?2 — 22

J 202 —3x — 2
= dx
z(z+2)(z—1)
20 —=3r—2 A B C

z(r +2)(z—1) ;+x+2+x—1
202 -3z —2=A(x +2)(x — 1) + Bx(z — 1) + Cz(z + 2)

e para r=0—-2=-2A=—A=1
e para r=1—-3=3C=C(C=-1

e para xr=-2=—12=6B=— B =2

Luego reemplazando:

Jdm J2dw J—ldx
I = |—+ +
x T+ 2 r—1
dx de fdx
T T+ 2 r—1
In|z|+2In|z+2|-In|z—-1]+C

z(z + 2)?
x—1

= In +C
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ef dz

2 -3z +1

]J(ﬁgﬁg)hl J(ﬂ)“’x (vﬁ)z

4 4 2 9
1 B A N B
3+45 3—vB\ 3445 3-45
xr — xr — €T — €T —
2 2 2 2
1=A(x—3_\/5>+8(x—3+\/3)
2 2
3—4/5 1
e para x = = 1=—/bB=—=>B=——
p 5 V5 7
1
e para $:3+\/5:>1:\/5A:>A:_

2 V5

Luego reemplazando:

I J 1/v/5dx N —1/v/5dx
x_3+\/5 x_S—\/E
2 2
SR
5) 34V WB) 83—
2 2
= iln —3+\/g—ilnx—3_\/g‘+0
5 2 /5 2
1 _3_
5 [22-3+4/5
xr+3
—d
Qfx2+3x+2x
‘ Resolucion ‘
T+ 3 A B

_l’_
(x+2)(z+1) z+2 xz+1

r+3=A(x+1)+ B(x+2)

e para r=-1=—2=208

e para r=-2=—1=-A=— A=-1
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Luego reemplazando:

J—ldx f2dw
I = +
T+ 2 z+1

= —Injz+2[+2njz+1|/+InC
C(z +1)?

= ln‘
T+ 2

Q|-
3 + 322

1 _A+B+ C
2(x+3) x 22 x+3
1= Az(z +3)+ Bz + 3) + Ca?
1
® para w=0=>1=3B:>B=§
1
e para x=—3:>1=9C:>C'=§

-1
e para x=1:>1=4A+4B+C:>A:?

Luego reemplazando:

7 f—1/9dg; +Jl/3dx +f1/9d$

T 2 z+3

L[ e
T+ 3

9 x  3Jar 9
1 1 1

= —§ln|x|—3—m+§ln|x+3|+0
x+3‘ 1

1
—+C

= —In
x 3z

-8
@ f x3 + 222 dz
™
Resolviendo por divisién de polinomios se tiene:
xt -8 42?2 — 8 42?2 — 8
= - 24— = —2+———|d
4227 22(x + 2) J(x x2(x+2)) v

x4 —2
I = -2 4
fxd:v fdx + JxQ(x )

x? e —2
I=" —r+4|— "4
g ~ T Jx2(x+2)x
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?—2 A B+ C
2 (x+2) =z 2 42

T
2 —2 = Ax(x + 2) + B(z + 2) + Cz?

_l’_

e para x=-2=—2=4C = (C =

N | —

e para r=0=— -2=2B=— B=-1
1
e para x=1:>—1=3A+3B+C:>A:§

Luego reemplazando:

|
DO
8
+
W~
8

fl/de +4f—1dx+4j"1/2dx
x? T+ 2

o
T+2

4
—2zx+2In|z|+ -+ 2njz+2(/+C
T

|
[\
8
+
[\
%
8| &
|
N
|
[\
&
g
+
[\&]

N’l wal e N’l e N’l 5

4
— 2z +2Injz(z+2)|+ -+ C
T

@J' :152—3:E—7 d
(2 + 3)(z + 1)? v
[ Rl

?—3x—-7 A N B N C
(2 +3)(x+1)2 22+3 x+1 (v+1)2
22 —3r—T=A(x+1)*+ B(x +1)(2x + 3) + C(2z + 3)

e para r=-1=—-3=0C=C=-3
1
e para xz—;:>—Z=A(—1/2)2:>A=—1

e para r=0—-T7T=A+3B+3C = B=1

Luego reemplazando:

[:J—ldx+fd:c+f—3dm
20 + 3 r+1 (x+1)2
= —f de —l—J d —SJ(x—i—l)_de
2x + 3 r+1

1 3
= —In2e+3|+njz+1|+ —+C
2 r+1

4

Qi

‘ Resolucion ‘
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N 374

] =

d
J —ad + 322 —-3r+1 o

Resolviendo por divisiéon de polinomios se tiene:

i 6x2 —8r + 3
[: _— _— —_—
] ( r—3+ e )dx

I = fxdx— fdx—i—ffix _8x+3x
1—x

x? 622 —8x + 3
I=——— —d
5 Sx—l—f e x
622 —8x + 3 A B C
= + +
(1—2)3 l—z (1-2)?2 (1-x)3

62> —8rx+3=A1—-2)*+B(1l—x)+C
e para r=1—=1=C=C=1
e para xr=-1=17T=4A+2B+1
e para r=0=—=3=A+DB+1

Resolviendo los dos ultimos ecuaciones se tiene:

Luego reemplazando:

I —x—2—3:1:+f6d$ +J —4dx +J dx
2 l—x (1—2)? (1 —x)3
- _%2 — 3z + 6jld—xm - 4[(1 — )7 %dx + J(l — )" *dx
= —%2—3x—61n|1—x|—1fx+2(1ix)2+c
- —%2—3x—ln|1—x|6—1fx+2(1ix)2+0

a2 +2r+1
@ 1( az
xt(z + 1)?
Resolucion

x4+x2+2x+1_A+B+C’+D+ E N F
e 4+1)2  x a2 a3 at x4+l (x4 1)2

ot + 2+ 20+ 1= Az (x + 1) + Ba?(z + 1)2 + Ca(x + 1)?
+D(z +1)* + E(z + 1)z* + Fa!
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e para r=—-1—=1=F=—=— F =1
e para r=0=—=1=D=—D=1

Por otro lado los coeficientes de la ecuacidn:

4+ +224+1=(A+E)x+ (2A+ B+ E+ F)a*+ (A+2B+C)2* + (B+2C +
D)z* + (C+2D)x + D

(. para 2x=2=C+2D = C =0

e para 12’ =1=B+20+ D= B =0

e para 02 =0=A+2B+C = A=0

| * para 02" = 0=A+FE=FE=0

= J$_4dx+J($+ 1)"%dz

2  (x+1)7!

Luego reemplazando:

= S +——+C
L 1 _ 1
313 2+l
[ 222 + 41z — 91 J
d
oJ(x—l)(a:+3)(a:—4) v o 3m2+2
[ (227 - 5) J (x+1)d
9.1:704—5:702—1—6(190 9o e
[ (22 + 1) (3x + 5)dx
eng_thde ®fzz3—x2—a:+1
(42 + 42? — 182 + 6 J (32 — 2)dx
e‘) _3x3_$2+3xdx @ x +2)( x—i—l(x—l)
[ dx @J (22% + 3z — 1)dx
eJx(aQ—xz) r+3)(r+2)(x—1)
[ 32zdx dz
GJ (2x — 1)(42? — 162 + 15) QJwQ(x—l—l)?
o [ (52 + 2)dx @f 2?2 — 3z +2 i
J x3 — 5% + 4x (2 42z + 1)
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3.4. Integrales de funciones racionales

trigonométri-
cas
Se tiene los siguientes casos:
CASO I: Integrales de la forma Jf( senx, cos x)dx
donde f es una funcion racional en las variables senx coszx.
x x
senr =2 sen% * COS 5
sen—
x x
=2 g-cos—-cos—
cos — 2 2
i e
= 2tan = - cos® =
2 2
= 2tan ‘ L
— i —
2 gec2Z
_ 2tan g
1+ tan® %
2 x
cosx = cos’= — sen’=
co %
cos.2 2 cos? 92”
x 5 T
(1 — tan? ) coS
2 2
x 1
(1 — tan? —)
2/ o2 L
2
5 T
1 —tan® —
- 2
x
1+ tan? =
2
Sea la sustitucién trigonométrica universal:
x 2dz
z =tan - = x = 2arctan z = dxr =
2 1+ 22
2z 1— 22 2dz
senx = cosx = —
1422 1422 1+ 22

CASO II: Integrales de la forma Jf( sen®z, cos™ x)dx

con k, n nimeros enteros pares: y f f(tanx).
Sea:

dt
1+¢2

t =tanx = x = arctant = dx =
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V142

t
1
Se tiene:
t 1 d dt
senx = , COST = , dx =
1+t V1 + 2 1+12
[Ejercicios Resueltos ]
o J dx
2+ senx
‘ Resolucion

. ., . P . X
Usando la sustitucion trigonométrica universal: z = tan 5

dx

e J4+3cosx
|

2dz
J 1+ 22
2z
2
1+ 22
f 2dz
2+ 222422
J dz
2+z2+1
dz
z?+z+1 —1+1
4 4
J dz
N /v3\°
(-+3) + (%)
2 z+ l)
—— arctan 21 +0C
V3 ( %
2 ¢ (22 + 1) L C
— arctan
V3 V3
2 2tan 2 + 1
—— arctan 2 +C
e ()
Resolucion
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Usando la sustitucién universal: z = tan 5

2dz
14 22

2dz

! f - J -
1 2 2 2
4 3( z) 4+422+3—3z

dz

DY
J22+7

1+ 22

= i arctan (i> +C
- - NG

7
2

tan %
= ——arctan +C

VT

dx

e f5—3cosx

VT

Usando la sustitucién universal: z = tan —

e f senz - dx
1+ senx

2dz

J 1+ 22
2
5_3(1 z)

1+ 22

J 2dz
54522 -3+ 322

2J dz
822 + 2

J dz
422 +1

1
3 arctan 2z + C'

1 T
— arct (2t —) +C
2 arctan an 2

. ., . s . X
Usando la sustitucién trigonométrica universal: z = tan —

2
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2z 2dz

1422 1422
2z

1+1+z2
4zdz

(14 22)(1 + 2?)

J
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| Bjercicios Diversos |

(1 -1 21
o N ~dx Rta. arcsen (l) + T +C
Jx r+1 x x
i T
g ( arcsenx + 2) dx Rta. z arcsenxz + C
J — X
e " dx
Jas+1
t 1
Rta. e G [arctan(2z + +/3) + arctan(2z — v/3)] +
2 1
+\/_§1n M‘ _|_C'
12 22 —+/3x + 1
.
QD |¢ (cotz +1In senz)dx Rta. e*In| senz| + C
J
f‘ d 36
@ T 5 Rta. 3arctanz + \/? +C
J Ve (1 + ) 1+ ¥z
F 22 x4 1
—d Rta. ——— + ~In|l — 2%+ C
eJu—gfl)”  Ta =y Tt
r 66495
(%7 ) dx Rta. —2€3% — 3e%* — 6e® — 61n|e® — 1] + C
J1—e®
s J) [ A
JVa=
Rta. a arcsen (£) —2y/ay/a —x —/a —ax/z + C
f’
Q Va4 e® - dr
J
Va4 et —2
Rta. 2¢/4 + €2* 4+ 2In |———| + C
Va4 + et +2
i z+1 1
dz Rta. ——— + ('
@ J 2z + 22)V2x + 22 V2 + 2?2
.
@ eV dr Rta. eV® (4x3/4 — 1222 + 24x1/4) +C
J
@ Pi sen 1 dx Rta lcos (l) — sen (l) +C
J a3 x Cx z z
@ "d—x Rta. \/iln‘sec£+tan£‘+0
JvV1+coszx 2 2
(4% + 1 .
@J2x+1dx Rta. 2 — 2In (27 + 1) + C
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Qe
Rta. /2% + pr +pln (y/z + /x +p) + C
V1 — 22
@ —a arcsenx - dx

3/2
— x?%) ? arcsenz 1 Inz

1
Rta, - - -2t

33 622 3
@ f sen’x
m 4+ ncos? x

m-+n vmtanx x
Rta. 4 [ ——— arctan ( ) ——+C
mn Av/m—+n n

J2p+x
- J
ptzx p+x

Rta. 4/p? —z2—2p-4/u+0

pt+x
xr~ — X
d
@f\/x+1—\/x2+1 v

Rta. g(w +1)%2 4 [m/ﬁ +1+In(z++vVa2+1)|+C

@f /ﬁ.dw

@ Jsecx-sech-dx

1+ /2 senx
\[ senx

1
——1In
2

1 1
Rta. 5 ln -t sen

4 —
Q [|iiw
24+
1—
Rta. 3 arc cos( 3

1— senx

x)+3\/x2—2x+8—|—0

(‘ x

e
J(er+1 1

(secx - +/sec 2a:

J arcsen(tan x)

J COsS¥ — COST

r 62:1:

J ’\3/ 1+ 63)

Q
(%
@ [ 1 —cosx
9

Rta. 4/2 arctan

COoS (
-dx Rta. —2 arcsen

2 3/2
Rta. 3 arcsen (x_) +C

032

e —1

2+C’

In| arcsen(tanx)| + C

) e

M

)
)

COS (

N[R

3
Rta. -5 (2¢" = 3) (1 + )Py
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dx
@ fcosx -v/2+ senx

V2
Rta. ln‘\/l—i— sena:‘ f—i_ + seny

\f V2 — esnx

Pac” In (x2) dz

r

tanh(ln z)dx

r

V1 —cosz-dx

QO
(%
(80
@ Jo=r ()
(8
(85

f‘ nT

xre

—d
J (1 +nz)? v

r

T
2% arc cos (—) dx
a

3
1
Rta. % arccos (£) — 5 (22 + 2a%) Va? — 22 + C

(5:) fcoth_l (5) dz

Rta. z coth™ (f) +

@ farc COQS (f) s
T

Rta. —1 arc cos (f) + 1ln
T a

gln(x2—a2)+0

7 2
(a—l—\/i +a>+0

@ f $+\/m>10d$

Rta_[(mx/x? 0 (:v+\/x2+1) Lo

2 11 9

@ J cosxT — senx) .
5 —|— sen2x
Rta. 5 arctan (w) +C

@ J\/ xzcos2«9—i—x sen26 + 1)°

rcosf + senb N
cos3 0 aZcos20 + x sen20 + 1

dx
@ f{‘/(az —1)3(z+2)°

Rta.

+C

Inx 1
Rta. 22'®
o (18 324>+

C

Rta. z — 2arctanz + C

Rta. —2+/1 4+ cosxz + C

eTLZE

Rta. x senh™! (%) — /22 +p?+C

Rta. —F——— +
A n%(1 + nx)
-1
Rta. -/~ +C
T+ 2
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@ f (cos 2z — 3) i
cos* x \/ — cot?z
Rta. _§ tanz (2 4 tan® z) V4 — cot’ x + C

A (@2 4+ 1) V@11 @)’ e
~+—dz Rta. In (z + vz + ) — _YrEl

J 26 515 313 x
i 44/2

csc® 14/ sen3(2x) - da Rta. —\Tf\/ cot’x + C
J
] x13 dx Rta. —W + C
.

v sen?z - sect x - du
J

3
Rta. —Vtan®z (5tan?x + 11) + C

6 6 @@@G

55
r 3 /91
T g Rta. —— (tan?x + 5) v/tanz + C
J 4/ sen(2x) 5
r(1 2 2
(1+ sen’z)sec z Rt Y 5N
J 2,/ senx cosT
T2 8 T 92
O [P Rta. S0 F2 |
J (x—2)? x—2
@ I = J sena sec2 T — csc? o + csc :1:) dx
Rta. e5" (tanz + cot x) + C'
(1+ 21+ a2 senh~la
@I—f 3)/237 Rtaxe—m‘l‘c
e senhx (1 + 332) (1 + Z’z)
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Capitulo 4

Integral Definida

La geometria plana aborda, entre otros aspectos, la busqueda de areas de figuras
geométricas mediante férmulas deducidas a través de procedimientos sencillos. Sin em-
bargo, cuando deseamos hallar el area de una region plana cualquiera, estas férmulas no
son suficientes. Es aqui donde entra en juego el calculo integral, que se ocupa fundamen-

talmente de determinar areas para regiones arbitrarias.

El problema de encontrar areas tiene una historia que se remonta a mas de 200 anos
antes de Cristo. Arquimedes ide6 un método para aproximar areas al inscribir poligonos en
la region dada, cuyas areas fueran de facil calculo. Gradualmente, este método evolucioné
y recibi6 su mayor impulso 18 siglos después gracias a los estudios realizados por Newton
y Leibniz. Posteriormente, Agustin Luis Cauchy (1789-1857) y Bernhard Riemann (1826-

1866) le dieron un fundamento riguroso.

Hoy en dia, el calculo integral constituye una disciplina poderosa y nueva. Sus apli-
caciones no se limitan solo a areas y volimenes, sino que también abarcan multiples pro-
blemas en otras ciencias, como ingenieria, economia, administracién, biologia, psicologia,

entre otras.

4.1. Teorema fundamental del Calculo

La integral definida y la indefinida estan relacionadas mediante un resultado muy

valioso, que se presenta a continuacion.

151



Teorema 1 (Teorema Fundamental del Cdlculo) Sea y = f(x) una funcion conti-

nua en el intervalo cerrado [a,b]. Si g es la antiderivada de f, sobre [a,b], entonces:

| 7@z = gt) - 900

4.2. Propiedades de la Integral Definida

Sean y = f(z) y y = g(z) dos funciones integrables en [a, b], entonces:

1.

L

o

lo:

[

rb b

0) 2 gl = [ s@ae+ [ oy

Ja a

r‘bk;alyc =k(b—a)
] x)dr = ch(x)d:c + f f(z)dx (c € [a,b])
Jpaf(x)dx =0

J;bf(x)dx __ Laf(x)dx

Ejercicios Resueltos ]

valuar las siguienfes infegrales definidas, utilizando el teorema fundamental del calcu-

3
(32% + 5z — 1)dx

5
La integral indefinida de f(x) = 32% + 52 — 1 es 23 + 5952 —x + ¢, luego g(x) =

5 93 5
a3+ 2x — x + ¢, de donde ¢(3) = 5 tey g(—1) = 5 te Segun el Teorema

Fundamental del Calculo se tiene:

J1 (32% + 5z — 1)dz = ¢(3) — g(—1)

= (T +d - +0)
=44
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1
Q|
1 3z +1
T i

Hacemos u = 322 + 1 — du = 6xdx, luego tenemos:

€T 1 6x 1 [ du 1 1
dr = =— | —=-lhu=-In@Bz*+1) +
J3x2+1m 6]3x2+1 6| v “gmu—ghBri+ 1) +e

Luego:

g 1 S |
dr = | =In(32% + 1 = _—(In4 —1n4) =0
J_13x2+1:v [6 n(3z” + )—i—c]l 6(n n4)

4.3. Aplicaciéon a Areas de Regiones Planas

Una de las aplicaciones mas importantes de la integral definida se encuentra en el

calculo de area de una region plana limitada por una o mas curvas. Tenemos dos casos:

1. Consideremos una region R limitada por dos curvas y dos rectas, de ecuaciones y =
f(z),y =g(z),x =ayx=>b; fygson continuas en |a, b] tales que 0 < g(z) < f(z)
para todo x € [a,b]. Esta region asi definida recibe el nombre de “regién del tipo

R,”, tal como se muestra en la figura 4.1. Desde que:

Figura 4.1:

b
f f(z)dz =area de la regién limitada por la curva definida por y = f(z) y el eje
X,dex=aax=0.

b
J g(x)dx =érea de la regién limitada por la curva definida por y = g(z) y el eje X,

dex=aazxz=0.
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b b
Entonces el drea de la region R esta dado por J flz)dx — J g(x)dx, esto es:

A= f [F(2) — g(a)] de

2. Una consideracién similar nos conduce a encontrar el area de una region R del tipo
R, limitada por las curvas:z = f(y),z = g(y),y = cy y = d; f y g son continuas en
[c,d] tales que 0 < g(y) < f(y) para todo y € [¢,d] (ver figura 4.2) en la siguiente

forma:

Figura 4.2:

o Encontrar el area acotadas por las curvas cuyas ecuaciones son y = e*,y = e " y la

recta x = 1.
‘ Resolucion ‘

La region comprendida por y = e,y = e™* y la recta x = 1 es el grafico dado en la

figura.
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Y

1
A :f (e" — e ")dx = [€" —e_z](l) =e—e 1 -2
0

1
Q Calcular el area de la region limitada por las curvas y = ZL:UQ yeleje X dex=0a

xr = 2, y luego grafique la region.

+ Y

3
e Calcular el area limitada por las parabolas y = 22,y = T

3
Yy = z? 3
Calculamos: B g 2 >2x=0r=3




1
N
1
N
1
.
.\\
—_
1
|
wa
wa
A;A
S

e Encontrar el drea de la regién limitada por la parte interior de la parabola y? = x

y la elipse 22 + 3y* = 4.

T

. . Y=z
Resolviendo el sistema

:L'2—1—3y2=47
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se obtiene los puntos de intersecciéon Py = (1,1) y P, = (1,—1).

1
f (V4= 3y2 — y*)dy

-1

1 4 1
\/gf \ 5 — v2dy —f y'dy
V3 .

3+ 4m/3

9

A =
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LEjercicios Propuestos j

0 En los ejercicios del 1 al 31, encontrar el area de las regiones com-
prendidas entre las curvas dadas, mostrando graficamente la region y el

elemento de area:

D=2, y=z

S
g(r) =z
1 -
-1 1 2 x
-1

N glx) ==z
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Qu=y  wa=2

Y g(z) = %2
2 - flz) =2z
1 4
NI
-1 A
' fla) = =2z
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4
3
2 @) = 2
L
fl@) =22
T R R e
ex—l—yQ , =3
Resolucion

Qyv=2c—-2> , y+az=0

Resolucion
Ay
1 4
-1 12\ 3 r
-2 4
-3
f(z) =—x

f(z) =22 — 2*
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Y

glx) =z -5
4 f(z) =v2x—2
3A
2A
1A
) ST
1
9
Qy2—2$+1 , T—y=
Y
glw) =z —1
3 f(z) =+v2x+1

®x=4—y2 , ielejey
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Y

Resolucion

— 1 fl) = Vot 2

x
flx) = —Vr+2
Resolucion
Yy

1 4
S/ 1 \2 F

-1

] gla) = —x

fle) =22
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Y

@y=x2 , y=-—1’+4x

Y f(x) ==2*
4 -
3 -
2 -
1 -
g(z) = 4o — 2?
1 1 2 3 ¢

Q-+, y=-02-27

163



, =1 , x=3
Y /f(x)=x2—4:r
’ 173 A v
-1
-9 1

Y flz) =2?
g(r) =x
1 —
- [ [
1 1 .
-1+

®y=2x+x2—x3 , ielejex
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Y g9(z) = 2°
f@) = Va
1 —
- : -
1
4r , ielejex

Y
3 1 flx) =2 — 4a
2A
1A
> 1 1 v
14
-2
-3
= y=x+1 , 2x4+y=7
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Yy glx)=z+1

@y=x3+x , y=2r+6 , y=0

flx)=a3+=x
g(x) =22 +6

10 1

1
Dv- . y=gu , y=2
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1
_ 1.2
VY g(z 5%
h(x) =2z
8<
6<
4<
2<
-2 2 4 T

r) = a?
; ()
h(z) =2z
4A
3A
g(x) ==
2A
1A
2 .

@y=x2 . y=8—2a% |, y=4x+12
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35

30

20

10

-

s
-5 g(z) =8 — 22

D=2 . y=z+2 , y=10-3%

Y

25 f(z) = 2?

20

10
g(x) =x+2

« - \5 -
h(z) =10 — 3x

(g
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@ngf , o r=8—y* |, 4y—x+12=0

f(z) = =z
1
@y—x3—3$2—2x poY=—T—g

T g
flz) = 2% — 322 — 2z

@yz?x—ﬁ ., oy=a3
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f(x) =2z — 2?

@y3=x2 , 2x4+y=-1 , xz—y=4

@y=x3—2x2—5x+6 . oy=0 , x=-2 |, x=2
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Y

flx) =a% - 222 =50+ 6

@ En los ejercicios del 1 al 12, determinar el area de la regién encerrada

por las curvas dadas:

@ Hallar el drea de la figura limitada por la curva y = z(z —1)(z —2) iel eje X

Y fla) = a(@ —1)(z - 2)

1\_/2 &

9 Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 2 — 22,y = 2 — 2z.
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e Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y? = 42,2z — y = 4.

Resolucion

flz)=2x—4
o(z) = 2%

@ Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 2%, y = —222 + 6.
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6

5

4 1 flx) =2a?

3]

9

L g(z) = —22? + 6
T 12 @

e Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 4 — 22, eje X

Q Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 22 — 22 + 2, eje X, z =

-1, z=1
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flx)=a*—2x+2

0 Hallar el 4rea de la regién limitada por las curvas y = 42 — 22, eje X, o =

1, =3

'l

-1 1 2 3 v
-1 i 9
flz) =4z —=x

@ Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 6 — x — 22, eje X
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flz)=6—x—a?

Q Hallar el area de la regién limitada por las curvasy = v/ + 1, eje X, eje Y, x =

3

Y

‘ flz)=+vx+1

\

@ Hallar el drea de la regién limitada por las curvas y = 22 + z — 2, eje X
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4

@ Hallar el 4rea de la regién limitada por las curvas y = 2% — 6x + 5, eje X

v Y

Q s -2 -2

1+ 24’ 1+ a2
Y
2A
Al - =
/
_ —_ 2|z
- T T T T xf((,v): —
5 -4 -3 -1 1 3 4 I+
2A
Y
Rta. 3mu?
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@ Resolver los siguientes problemas diversos

0 Hallar el drea de la regién limitada por las curvas 22 = —y, y = —4
72 2
@ Calcular el area encerrada por la elipse T + 6= 1.

© Calcular el drea encerrada por las curvas f(z) =2° —z y g(z) = 2”

@ Obtener el drea de la regién comprendida por y = —a? 44z —3 y sus rectas tangentes

en los puntos (0, —3), (4,—3).

e Calcular el 4rea de la regién encerrada por la parabola y? = 4x y su cuerda que

pasa por los puntos (I, —2), (4,4)

e Determinar el valor del 4rea de la regién comprendida por z = 3 — y? y su normal

en el punto (2,1).

0 Calcular el area de la regién comprendida entre las curvas z = 3> — 2y — 2 y

r=-2y +y+4

e Determinar el valor del area de la region limitada por las curvas y = senz, y = cos x

y el eje Y y el primer punto en donde se intersectan estas curvas, para x > 0.

e Calcular el area de la regién comprendida por la grafica de y = Inx y las rectas

1
x=§, x = 6.

@ Obtener el valor del area limitada por la grifica de y = xlnx y las rectas y = 0,

T = 2.

@ Calcular el area de la regién comprendida por la curva y = arcsenx y las rectas

y=0, z=+12
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4.4. Aplicaciéon a volimenes de sélidos de revolucion

Como otra aplicacion de las integrales definidas presentamos la determinacién de
volumenes de ciertos sélidos llamados “sélidos de revolucion”. Tales sélidos se generan
cuando una region plana se hace girar al rededor de una recta situado en el plano de la
region. Esta recta recibe el nombre de “eje de revolucion”.

Consideremos una regién limitada por una curva continua y = f(z) con la condicién

de que f(x) = 0 sobre el intervalo [a, b]. Tal regién se muestra en la figura 4.3.
v A

y=rx)

@ b x

Figura 4.3: Regién bajo la curva y = f(x)

Al hacer rotar esta regién alrededor del eje X se obtiene un solido de revolucién tal
como se muestra en al figura4.4.

El volumen del solido de revolucién de la figura 4.4, se calcula mediante la formula

'

"y

Figura 4.4: Sélido de revolucion

V= WJ [f(2)]? da (4.1)

a

En ese caso de que la region esté acotada por dos curvas continuas: f(z) y g(x), y las

rectas ¢ = a 'y x = b tal que g(z) < f(x) para x € [a,b] (ver figura 4.5 ), entonces al rotar
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alrededor del eje X la regiéon acotada se genera un “solido hueco” como se muestra en la

figura 4.6.

Figura 4.5: Region acotada

'

Figura 4.6: Solido hueco

El solido hueco de la figura 4.6, se calcula con la formula

Ver [ (@ - la@P)ds (42)

a

Cuando una region plana gira alrededor del eje Y, el volumen del solido de revolucién
resultante, por medio de consideraciones similares a las anteriores se obtiene respectiva-

mente por las expresiones siguientes:

V= [ [y (43)

c

V= [ (WU - o))y (4.9

C
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L Ejercicios Resueltos j

o Encontrar el volumen del solido que resulta de hacer girar la regién limitada por las

curvas y = 2 + 1,y = 0,2 = 0,2 = 1; alrededor del eje X.

Graficamos la regién limitada por las curvas y = 2%,y = 0,2 = 0,2 = 2

v &

14

y=x7+1

= |

Figura 4.7:

e Hallar el volumen del solido que se obtiene al girar alrededor del eje X, la regiéon
1 1
acotada por las pardbolas y — 1 = Z(x — 22y —4 = —6(9: — 2)? y las rectas

r=12=23.

e Calcular el volumen del solido generado por la regién limitada por las curvas y? =

x,r = 0,2 = 4 cuando rota al eje Y.

E;Ejercicios Propuestos ]

alcular el volumen del solido que resulta de hacer girar, alrededor del eje X, la region

limitada por las curvas dadas y trazar el solido correspondiente

Qr+y=22=0y=0 87/3

Qu=22=2y=0 327/5
Qu=z—2%y= 7/30
QDy=2>—2,y=0 7/30

180



Qy=2%2=29y=0 1327/5

Qy=3r—-12y=2 567 /15
Q@ ==z y=2* 37/10
Qu=2+1y=2+3 1177 /5
Qy=\/4+x,x=0,y20 8
®y=x3,y=0,x=2 1287/7

1
@yz—,le,xz&yzo 27/3

x
Qv-G-1y=02=-12=2 1297 /7

@ 2?2 —ay +y? =ad® 87/3

x x
_p(Eye, :bH dmab?/15

Q=001 y=b] mab?/
®y=b(£)2/3,0<x<a 3rab?/7

a
@yzsenx,xzo,xzﬂ,yzo /2

T

@yzcosx,xzo,xzz,yzo 72 /8 + w/4
@yze*x,yzo,xzo,xzf) 7(l—e19)/2
@yzxe‘”,yzO,xz m(e? —1)/4

Hallar el volumen del solido gnerado al hacer girar, alrededor del eje Y, la region acotada

por las curvas dadas

oy=2x2,x=2,y=0 167
Qy-=-2"y=14 8w

Qy=6r—2? y=0 2167
Q=2 y=22-1y=x+2 Tm/2
ey=x2+1,y=1,y=5 8T
eysz,y=0,$=2 647 /5
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4.5. Aplicacién a Longitud de arco

Se presentan dos casos: CASO I: Sea f una funcién con derivada continua en |[a, b],
entonces la longitud del arco de la curva y = f(x) desde el punto donde cuya abscisa es

a hasta el punto cuya abscisa es b es expresado por la formula

b dy
L= 1 —=)2d
L\/ +(dx) T

CASO II: Sea g una funcién con derivada continua en [c,d], entonces la longitud del
arco de la curva x = g(y) desde el punto donde cuya ordenada es ¢ hasta el punto cuya

ordenada es d es expresado por la formula

d 2
sz 1+(ﬁ> - dy
e\ dy

[[Ejercicios Resueltos j

o Hallar la longitud del arco de la pardbola 6y = x? desde el origen de coordenadas

hasta el punto (4, §).

‘ Resolucion ‘

x
Como 6y = 22, entonces d_y =3 La longitud de arco que se muestra en la figura.
x

182



i F

J V9 + z2dx
[ VI+ a2+ - ln|x+\/9+x2|]

9
(10 + = 5 In3)u

4

0

wl>—‘

Q Encontrar la longitud de la circunferencia 2% + y? = 9

La circunferencia 22 + y? = 9 es la unién de los arcos y = V9 — 22 y y = —v/9 — 22,
que la longitud de ambos arcos son iguales, luego la longitud de la circunferencia
sera dos veces la longitud del arcos y = /9 — 22 de (—3,0) hasta (3,0).

d
Como y = v/9 — x2, entonces —— A . Luego la longitud de la circunferencia

dx V9 2’

L =2j \/

6

€S

|
(]
[
&
—_
+
Ne
|
8
[N}
IS
S

= 6 |arcsen —

[arc sen(1) — arcsen(—1)]
5 — (~3)] = 6mu

6
6
2 2

e Calcular la longitud del arco de la parabola semictibica 3% = 2® desde el origen de

coordenadas hasta el punto (4, 8).

d 3
Como 3? = 2° entonces y = 23?2 — & _ 5\/5 Luego la longitud de arco de la

dx

4 dy 4 9z 8
= 1+ (=2)2dx = 1+ = =—(10v/10—1
L“Hdm) T Lq/+4 27(0@ Ju

curva, es:




@ Hallar la longitud total de la hipocicloide %3 + y*/3 = ¢/*

‘ Resolucion ‘

223 1 y2/3 7. SN (a2/3 _ y2/3)3/2

dx [a?/3 — 42/3

d_y - y1/3
Dada la simetria de la hipocicloide, se tiene que la longitud de la curva esta dada

por

“ dx
L = f 1+ (—)%dy
) (dy)

a CL2/3 _ y2/3

aal/?)
= 4L de = bau
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| Bjercicios Propucstos |

2

0 Hallar la longitud del arco de la curva y?> = 4z — 2%, comprendido entre los dos

puntos que corta al eje X. 2mu

Q Hallar la longitud del arco de la curva y = Inz desde x = +/3 hasta z = /8.
(1+ 11 3)
2 1

e Hallar la longitud del arco de la parabola semictibica 5y® = 2% comprendida dentro

134
de la circunferencia 22 + y? = 6. 57U

@ Encontrar la longitud del arco de la pardbola y?> = 4px desde el vertice hasta un

extremo del lado recto. [vV2 + In(1 + v/2)]pu

1 3 21 1
@ Hallar la longitud de la curva y = In(1—2?) desde z = 138=7 (In 5 —é)u

@ Encuentre la longitud del arco de la curva 9y? = 4z* desde el origen al punto

(3,2v/3). %u

0 Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuacion y® = 22, comprendida entre

8
los puntos (0,0) y (8,4). ﬁ(10\@ —1u
© Hallar la longitud total del lazo de la curva 6y? = z(z—2)% siz € [0,2]. 2\/316
Q@ Calcular la longitud de la curva 8y* = 2%(1 — 2?). V2mu

@ Calcular la longitud total del arco de parabola y = 24/x desde x = 0 hasta x = 1.
[V2 + In(1 + v/2)]u

2
@ Hallar la longitud del arco de la curva z = % —
e +1
4

Iny desde y = 1 hasta y = e.

DO | —

u

2
1
@ Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuacion es y = % + o desde el punto
x
14

de abscisa x =|lal punto de abscisa z = 3. 3
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4.6. Aplicacion a area de una superficie de revolucion

Se presenta dos casos:
CASO I: El 4rea de una superficie S obtenida por la rotacién alrededor del eje X (Ver

figura 4.8), del arco de la curva y = f(z) entre los puntos © = a y x = b esta definida

A(S) = 2r f A1+ (L

mediante la formula

Figura 4.8: Superficie de revolucién de y = f(z), z € [a, b] alrededor del eje X

CASO II: El area de una superficie S obtenida por la rotacién alrededor del eje Y, el

arco de la curva x = g(y) entre los puntos y = ¢y y = d esta definida mediante la formula

A(S) = 27TJ zy |1+ (le—;)?dy
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[Ejercicios Resueltos j

o Hallar el area de la superficie del “Huso”, que resulta al girar una semi-onda de la

senusoide y = sen x alrededor del eje X.

dy
Y =Senr — — = COST
dx

Se tiene que el drea de la superficie engendrada por la curva y = senz, esta dado

—QWJ y«/l—k 2dm

J V1 4+ cos? x sen xdx

0

1 7T
= -2 (COQSx\/COSZl’ +1+ §ln|cosx + vcos? x + 1|)
0

_ (zﬁ—ln g;i)mﬂ

por:

Q Hallar el area de la superficie engendrada al rotar alrededor del eje Y, la hipocicloide
223 23 = 23,

dy Y dx x
2/3 , 2/3 _ 2/3 %Y /Y AT L
Tty “ dx \/; dy \/7

(dx) 2 B 22/3 a2l — y2/3

Luego, se tiene

@ RE - Y23

Si S es la superficie engendrada por la mitad de la hipocicloide y dada la simetria

de la hipocicloide, se tiene que el area de la superficie total S estarda dado por
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A(S) = 2A(S)).

a d
A(SY) :240 :c«/l—ir(%)?dx
a 2/3

_on J (a2/% — 2232 \/ Tl A
0

1/3

a(,.2/3 _ . 2/3\3/2
= 2a1/37rf (a 1% ) dx
0 3 Yy
— 9413 (_g(az/?, . y2/3))
6

= —7a’®

b}

a 1/3
_ 27TJ (@¥? - y2/3)3/2a—d:v
0

a

0

Por lo tanto, el area de la superficie S generada por la hipocicloide dada, esta dado

por:

A(S) = 2A(S)) = %m%f

| Bjercicios Propucstos |

o Hallar el area de la superficie generada haciendo girar la curvay = 24/6 — x, x € [3, 6]

56
alrededor del eje X. gmﬂ

e Hallar el area de la superficie del tronco engendrado por la rotacion del circulo

22 + (y — b)? = @b > a alrededor del eje X. 4abm?u?

2
e Hallar el area del elipsoide de revolucion que se obtine al hacer girar la elipse ;—5 +
2

g1/_6 = 1 alrededor de:
100 2
a) Su eje mayor 2(16 + —- arcsen g)mﬂ
: 80 2
b) Su eje menor (50 + 5 In4)mu

e Calcular el area de la superficie formada por la rotacion alrededor del eje X del arco

delacurva 4y =22 —2Inzentrex = 1y o = 4. 247u?

e Calcular el area de la superfice de revolucion que se obtiene al rotar, alrededor del

2

eje X, el lazo de la curva 9ay?® = x(3a — z)?. 3a?mu?

188



Iny alrededor

N | —

2
e Hallar el area de la superficie de revolucion de la curva x = yz —
2

et —9

del eje OY, comprendida entre y = 1, y = e. 16 g
0 Hallar el area de la superficie de revolucion que se obtiene al hacer girar al rededor
56
del eje X, la curva y? = 4ax, desde = 0 hasta x = 3a. —a’mu?

2 1
@ Hallar el area de la superficie generada cuando la curva y = ~2%2 — 22 2 € [0, 4]

3 2
424
gira alrededor del eje X. 1—57Tu2
Q Hallar ela rea de la superficie generada por la curva y> — 2Iny = 4z, al girar al
1072
rededor del eje X. 37r u?
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