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Prólogo

Bienvenidos al apasionante mundo del cálculo integral, una disciplina matemática que

ha sido una fuente inagotable de conocimiento y aplicación en una amplia variedad de

campos, desde la f́ısica y la ingenieŕıa hasta la economı́a y las ciencias sociales. Este libro

es un manual exhaustivo diseñado para ayudar a los estudiantes de ciencias e ingenieŕıas

a comprender y dominar los conceptos fundamentales de la integración.

La integración es una continuación natural de la diferenciación, y juntas forman el

corazón del cálculo, una de las piedras angulares de las matemáticas. Mientras que la

diferenciación se centra en el estudio de las tasas de cambio, la integración nos permite

abordar problemas relacionados con la acumulación y la totalización. Desde el cálculo

de áreas bajo curvas hasta la resolución de ecuaciones diferenciales, el cálculo integral se

presenta como una herramienta poderosa y versátil para resolver una gran variedad de

problemas en la vida real.

A lo largo de este libro, exploraremos los conceptos de antiderivadas, integrales inde-

finidas, diversas técnicas de integración, integrales definidas, áreas, volúmenes y longitud

de arco. Trabajaremos juntos para desarrollar tu comprensión de estos conceptos, paso a

paso, con ejemplos claros y ejercicios prácticos que te ayudarán a fortalecer tus habilida-

des.

Este libro está diseñado tanto para aquellos que están dando sus primeros pasos en el

mundo del cálculo integral como para aquellos que desean profundizar en su conocimiento

y aplicarlo en situaciones más avanzadas. Independientemente de tu nivel de experiencia,

te animamos a abrazar el desaf́ıo del cálculo integral, ya que ofrece una ventana fascinante

a la belleza y utilidad de las matemáticas.

Al final de cada caṕıtulo, encontrarás problemas y ejercicios cuidadosamente seleccio-

nados que te desafiarán a aplicar lo que has aprendido. No temas cometer errores; son

oportunidades para aprender y mejorar. A medida que avanzas en el libro, te sorprenderás

de lo que eres capaz de lograr.

Los autores.
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Caṕıtulo 1

Integral Indefinida

El objetivo del cálculo diferencial es conociendo una función cualquiera determinar su

derivada. El proceso inverso de este hecho, dada la derivada hallar la función que dio lugar

a esta derivada (llamada primitiva o antiderivada) se le llama integración y el śımbolo

que se utiliza es

»
. Por ejemplo:

gpxq � 3x2 es una antiderivada de fpxq � 6x, pues g1pxq � fpxq

1.1. Conceptos básicos

Definición

La función F pxq, se llama la antiderivada o primitiva de fpxq, si
F 1pxq � fpxq.

Ejemplo

Consideremos F pxq � x3 � 3x y fpxq � 3x2 � 3, se tiene que F pxq es la antiderivada

de fpxq, pues F 1pxq � fpxq.
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Observación:

Tenemos que:

F1pxq � x2 � 2x es la antiderivada defpxq � 2x� 2, pues F 1
1pxq � fpxq

F2pxq � x2 � 2x� 3 es la antiderivada defpxq � 2x� 2, pues F 1
2pxq � fpxq

F3pxq � x2 � 2x� 4 es la antiderivada defpxq � 2x� 2, pues F 1
3pxq � fpxq

En general se cumple:

Gpxq � x2 � 2x� c es la antiderivada defpxq � 2x� 2, pues G1pxq � fpxq

Definición

Si F pxq es la antiderivada de fpxq, entonces la función:

Gpxq � F pxq � c,

se denomina antiderivada general de fpxq.
Al proceso del calculo de antiderivadas generales se llama integración, como se expresa

en la siguiente definición.

Definición

Si F pxq es la antiderivada de fpxq , entonces a su antiderivada general Gpxq � F pxq�c

se denota por:

Gpxq �
»
fpxqdx � F pxq � c

Al cual le llamaremos la integral indefinida de fpxq.

Nota:

En toda integral indefinida, a la función fpxq se le llama función integrante, y a la

variable x se le llama variable de integración y a la constante c se le llama constante de

integración.
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	Ejemplos

1 Calcular

»
p4x3 � 3x2qdx

Resolución

Como
d

dx
px4 � x3q � 4x3 � 3x2, entonces

»
p4x3 � 3x2qdx � x4 � x3 � c

2 Calcular

»
cosxdx

Resolución

Como
d

dx
psenxq � cosx, entonces

»
cosxdx � senx� c

Nota:

La integral indefinida goza la propiedad de linealidad

1.

»
rfpxq � gpxqs dx �

»
fpxqdx�

»
gpxqdx

2.

»
kfpxqdx � k

»
fpxqdx

1.2. Primeras fórmulas Básicas de Integración

1.

»
dx � x� c

2.

»
xndx � xn�1

n� 1
� c, n � �1

3.

»
dx

x
� ln |x| � c

1.3. Cambio de variables

Dada la función f : I ÞÑ IR queremos calcular

»
fpxqdx, se hace un cambio de variable

x � uptq y cómo dx � u1ptqdt, se verifica

»
fpxqdx �

»
fpuptqqu1ptqdt

. Al final se reemplaza su expresión en función de x.
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	Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales indefinidas

1

»
xpa� bx3qdx

Resolución

Como xpa� bx3q � ax� bx4 se tiene:

»
xpa� bx3qdx �

»
pax� bx4qdx � a

»
xdx� b

»
x4dx � a

x2

2
� b

x5

5
� c

2

»
px�?

x� 1qp?x� 1qdx

Resolución

Como px�?
x� 1qp?x� 1q � x3{2 � 1, entonces:

»
px�?

x� 1qp?x� 1qdx �
»
px3{2 � 1qdx � 2x5{2

5
� x� c

3

»
x3 � 5x2 � 4

x3
dx

Resolución

Tenemos que
x3 � 5x2 � 4

x3
� 1� 5

x
� 4

x3
� 1� 5

x
� 4x�3

Luego

»
x3 � 5x2 � 4

x3
dx �

» �
1� 5

x
� 4x�3



dx � x� 5 ln |x| � 2

x2
� c

4

»
px3 � 2q23x2dx

Resolución

Hacemos u � x3 � 2Ñ du � 3x2dx, luego

»
px3 � 2q23x2dx �

»
u2du � u3

3
� px3 � 2q3

3
� c

10



5 I �
» �

x� 1

x


3{2�
1� 1

x2



� dx

Resolución

Sea:


 u � x� 1

x
ùñ du �

�
1� 1

x2



dx

I �
»
u3{2du � 2

5
u5{2 � C

� 2

5

�
x� 1

x


5{2
� C

6

»
xdx

4
?
x2 � 2

Resolución

Hacemos u � x2 � 2Ñ du � 2xdxÑ du

2
� xdx

Luego

»
xdx

4
?
x2 � 2

� 1

2

»
du
4
?
u
� 1

2

»
u�1{4du � 2

3
u3{4 � 2

3
px2 � 2q3{4 � c

7

»
dx

x� 4

Resolución

Hacemos u � x� 4Ñ du � dx, luego

»
dx

x� 4
�
»
du

u
� ln |u| � ln |x� 4| � c

8

»
x2 � 2

x� 1
dx

Resolución

Tenemos que
x2 � 2

x� 1
� x� 1� 3

x� 1
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Luego

»
x2 � 2

x� 1
dx �

» �
x� 1� 3

x� 1



dx � x2

2
� x� 3 ln |x� 1| � c

9 I �
» �

1� 1

x2


b
x � ?x � dx

Resolución

I �
» �

x2 � 1

x2



x1{2 � x1{4 � dx �

» �
x2 � 1

�
x�5{4 � dx

�
» �

x3{4 � x�5{4� dx
� 4

7
x7{4 � 4x�1{4 � C

10 I �
» �

x2 � 4x� 4
�4{3 � dx

Resolución

I �
» �px� 2q2�4{3 � dx �

»
px� 2q8{3 � dx

� 3

11
px� 2q11{3 � C

11 I �
» px� 1qpx� 2q?

x
dx

Resolución

I �
»
x�1{2px2 � x� 2qdx

�
»
px3{2 � x1{2 � 2x�1{2qdx

� 2

5
x5{2 � 2

3
x3{2 � 4x1{2 � C

12 I �
» a

2px dx

12



Resolución

I �
» a

2p
?
xdx

�
a
2p

»
x1{2dx

�
a
2p

x3{2

3{2 � C

� 2
?
2px3{2

3
� C

13 I �
»

dx
n
?
x

Resolución

I �
»
x�1{n dx

� x
�1
n
�1

�1
n
� 1

� C

� nx
n�1
n

n� 1
� C

14 I �
»
pnxq 1�n

n dx

Resolución

I �
»
n

1�n
n � x 1�n

n dx

� n
1�n
n

»
x

1�n
n dx

� n
1�n
n

»
x

1
n
�1 dx

� n
1�n
n � x

1{n

1{n � C

� n
1�n
n � n � x1{n � C

� n
1�n�n

n � x1{n � C

� n1{n � x1{n � C

� n
?
nx� C

13



15 I �
»

x� 1

x� 1
� dx

Resolución

I �
»

x� 1� 2

x� 1
� dx

�
»

x� 1

x� 1
� dx� 2

»
dx

x� 1

� x� 2 ln |x� 1| � C

16 I �
»

dx?
x� 1�?

x� 1

Resolución

I �
» p?x� 1�?

x� 1q
p?x� 1�?

x� 1qp?x� 1�?
x� 1qdx

�
» p?x� 1�?

x� 1q
x� 1� x� 1

dx

�
» p?x� 1�?

x� 1q
�2 dx

� �1

2

» ?
x� 1dx� 1

2

» ?
x� 1dx

� �1

3
px� 1q3{2 � 1

3
px� 1q3{2 � C

� 1

3

�px� 1q3{2 � px� 1q3{2�� C

17 I �
»
px3 � 3q1{4x5 � dx

Resolución

Sea:


 u � px3 � 3q1{4 ùñ u4 � x3 � 3 ùñ x3 � u4 � 3

ùñ 4u3d � 3x2dx

ùñ 4

3
u3d � x2dx

14



Entonces:

I �
»
px3 � 3q1{4x3 � x2 � dx �

»
upu4 � 3q4

3
u3du

� 4

3

»
pu4 � 3qu4du � 4

3

»
pu8 � 3u4qdu

� 4

3

�
u9

9
� 3

5
u5



� C

� 4

27
px3 � 3q9{4 � 4

5
px3 � 3q5{4 � C

18 I �
» ?

3� xpx� 1q2 � dx

Resolución

Sea:


 u � ?
3� x ùñ u2 � x� 3 ùñ x � u2 � 3

ùñ 2udu � dx

Entonces:

I �
»

upu2 � 3� 1q2p2uq � du

� 2

»
pu4 � 4u2 � 4qu2du

� 2

»
pu6 � 4u4 � 4u2qdu

� 2

�
u7

7
� 4u5

5
� 4u3

3



� C

� 2

7
px� 3q7{2 � 8

5
px� 3q5{2 � 8

3
px� 3q3{2 � C

19 I �
» c

1� 1

2x
� x�3dx

Resolución

Sea:


 u �
c
1� 1

2x
ùñ u2 � 1� 1

2x
ùñ 1

x
� 2pu2 � 1q

ùñ 2udu � � 1

2x2
dx

15



I �
»
u � 2pu2 � 1qp�4uqdu � �8

»
pu2 � 1qu2du

� �8
»
pu4 � u2qdu

� �8
�
u5

5
� u3

3



� C

� 8

3

�
1� 1

2x


3{2
� 8

5

�
1� 1

2x


5{2
� C

20 I �
»

dx

ex � 1

Resolución

I �
»
1� ex � ex

ex � 1
dx

�
»
ex � 1

ex � 1
dx�

»
ex

ex � 1
dx

�
»
dx�

»
ex

ex � 1
dx

Sea : 
 u � ex � 1 ùñ du � exdx

Entonces:

I � x�
»
du

u
dx

� x� ln |u| � C

� x� ln |ex � 1| � C

21 I �
» ?

3� x � x2 � dx

Resolución

Sea:


 u � ?
3� x ùñ u2 � 3� x ùñ x � 3� u2

ùñ 2udu � �dx

16



I �
»
u � p3� u2q2p�2uduq

� �2
»
p3� u2q2u2du

� �2
»
p9� 6u2 � u4qu2du

� �2
»
p9u2 � 6u4 � u6qdu

� �2
�
9u3

3
� 6u5

5
� u7

7



� C

� �6u3

1
� 12u5

5
� 2u7

7
� C

� �6p3� xq3{2 � 12

5
p3� xq5{2 � 2

7
p3� xq7{2 � C

22 I �
»

9ex

e2x � 2ex � 1
dx

Resolución

I �
»

9ex

pexq2 � 2ex � 1
dx � 9

»
ex

pex � 1q2dx

Sea:


 u � ex � 1 ùñ du � exdx

Entonces:

I � 9

»
du

u2
� 9

»
u�2du

� 9

��1
u



� c

� �9
ex � 1

� c

23 I �
»
x2{3 � x4esen 3x cos 3x� x3

x4
dx

Resolución

I �
»
x2{3

x4
dx�

»
esen 3x cos 3xdx�

»
dx

x

�
»
x�10{3dx�

»
esen 3x cos 3xdx� ln |x| � C

17



Sea:


 u � esen 3x ùñ lnu � sen 3x

ùñ du

u
� 3 cos 3xdx

Entonces:

I � �3
7
x�7{3 � 1

3

»
u
du

u
� ln |x| � C

� �3
7
x�7{3 � 1

3
u� ln |x| � C

� �3
7
x�7{3 � 1

3
esen 3x � ln |x| � C

24 I �
»
x lnp1� x2q

1� x2
dx

Resolución

Sea:


 u � lnp1� x2q ùñ du � 1

1� x2
� 2xdx

ùñ du

2
� x

1� x2
dx

Entonces:

I �
»
u
du

2
� 1

2

»
udu

� 1

2
� u

2

2
� C

� u2

4
� C

� ln2p1� x2q
4

� C

25 I �
»

senhx

p1� coshxq3dx

Resolución

Sea:


 u � 1� coshx ùñ du � senhx � dx

18



Entonces:

I �
»
du

u3
�

»
u�3du

� u�2

�2 � c

� �1
2u2

� c

� � 1

2p1� coshxq2 � C

26 I �
»

dx

x ln2 x

Resolución

Sea:


 u � lnx ùñ du � 1

x
� dx

Entonces:

I �
»
du

u2
�

»
u�2du

� u�1

�1 � c

� �1
u
� c

� � 1

lnx
� C

27 I �
»
x
?
2x2 � 3 � dx

Resolución

Sea:


 u � 2x2 � 3 ùñ du � 4xdx

Entonces:

I � 1

4

» ?
2x2 � 3 � 4xdx � 1

4

»
u1{2du

� 1

4

�
u3{2

3{2


� c

� 1

6
p2x2 � 3q3{2 � c

19



28 I �
»

3tdt
3
?
t2 � 3

� dt

Resolución

Sea:


 u � t2 � 3 ùñ du � 2tdt

Entonces:

I � 3

2

»
2tdt

3
?
t2 � 3

� 3

2

»
du

u1{3

� 3

2

»
u�1{3du

� 3

2

�
u2{3

2{3


� C

� 9

4
3
a
pt2 � 3q2 � c

29 I �
»

1� x

1�?
x
� dx

Resolución

Sea:


 u � ?
x ùñ u2 � x

ùñ 2udu � dx

Entonces:

I �
»
1� u2

1� u
� 2udu � 2

»
u3 � u

u� 1
du

Por división de polinomios:

I � 2

»
pu2 � u� 2q � 2

»
du

u� 1

� 2

�
u3

3
� u2

2
� 2u



� 2 ln |u� 1| � C

� 2

�?
x3

3
� x

2
� 2

?
x

�
� 2 ln |?x� 1| � C

30 I �
»

cotxdx

sen7 x� 1

Resolución

20



I �
»

cosxdx

senxpsen7 x� 1q �
»
cosx � sen6 x � dx
sen7psen7 x� 1q

Sea:


 u � sen7 x� 1

du � 7 sen6 x � cosx � dx
du

7
� cosx � sen6 x � dx

Entonces:

I � 1

7

»
du

pu� 1qu � 1

7

» p1� u� uqdu
pu� 1qu

� 1

7

» �pu� 1qdu
pu� 1qu � 1

7

»
udu

pu� 1qu
� �1

7

»
du

u
� 1

7

»
du

u� 1

� �1

7
ln |u| � 1

7
ln |u� 1| � C

� 1

7
ln

����u� 1

u

����� C

� 1

7
ln

����sen7 x� 1� 1

sen7 x� 1

����� C

� 1

7
ln

���� sen7 x

sen7 x� 1

����� C

31 I �
»

exp1� x lnxq
x

dx

Resolución

I �
» �

ex

x
� ex lnx



dx

Sea:


 u � ex lnx ùñ du �
�
ex

x
� ex lnx



dx

Entonces:

I �
»
du

� u� C

� ex lnx� C

21



32 I �
»
xxpx ln2 x� x lnx� 1q

x ln2 x
dx

Resolución

Sea:


 u � xx

lnx

ùñ du �

�
�� lnxpx � xx�1 � xx lnxq � xx � 1

x
ln2 x

�
�
 dx

ùñ du �

�
��xx lnx� xx ln2 x� xx � 1

x
ln2 x

�
�
 dx

ùñ du � xxpx lnx� x ln2 x� 1q
x ln2 x

dx

Entonces:

I �
»
du

� u� C

� xx

lnx
� C

33 I �
»
xp2x� 5q10dx

Resolución

Sea:


 u � 2x� 5 ùñ x � u� 5

2

ùñ du

2
� dx

I �
» �

u� 5

2



� u10 � du

2
� 1

4

»
pu11 � 5u10qdu

� 1

4

�
u12

12
� 5u11

11



� C

� p2x� 5q12
48

� 5

44
p2x� 5q11 � C

34 I �
»

dx?
xp1�?

xq
Resolución

22



Sea:


 u � 1�?
x ùñ du � � dx

2
?
x

ùñ �2du � dx?
x

Entonces:

I �
» �2du

u

� �2
»

du

u

� �2 ln | u | �C
� �2 ln | 1�?

x | �C

35 I �
»

dx

xpx7 � 1q2

Resolución

I �
»

dx

xpx7 � 1q2 �
1

7

»
7x6dx

x6 � xpx7 � 1q2 �
1

7

»
7x6dx

x7px7 � 1q2
Sea:


 u � x7 � 1 ùñ du � 7x6dx

23



Entonces:

I � 1

7

»
du

u2pu� 1q
� 1

7

»
1

u2pu� 1q du

� 1

7

»
u2 � 1� u2

u2pu� 1q du

� 1

7

» �
u2 � pu2 � 1q
u2pu� 1q

�
du

� 1

7

» �
u2

u2pu� 1q �
u2 � 1

u2pu� 1q
�
du

� 1

7

» �
1

u� 1
� pu� 1qpu� 1q

u2pu� 1q
�
du

� 1

7

» �
1

u� 1
� u� 1

u2

�
du

� 1

7

» �
1

u� 1
� 1

u
� 1

u2

�
du

� 1

7

�
lnpu� 1q � lnu� 1

u

�
� C

� 1

7

�
ln

�
u� 1

u



� 1

u

�
� C

� 1

7

�
ln

�
x7

x7 � 1



� 1

x7 � 1

�
� C

36 I �
» �

z � �z � pz � . . .�8q9�9	9

dz

Resolución

Sea:


 u � z �
�
�z � pz � . . .�8q9loooooooooomoooooooooon

u

�



9

ùñ u � z � u9

ùñ z � u� u9

ùñ dz � p1� 9u8qdu

24



Entonces:

I �
»

u9
�
1� 9u8

�
du

�
» �

u9 � 9u17
�
du

� u10

10
� u18

2
� C

� 1

10

��
z � �z � pz � . . .�8q9�9	9


10

� 1

2

��
z � �z � pz � . . .�8q9�9	9


18

� C

37 I �
»

ln
a
x�?

x2 � 1?
x2 � 1

� dx

Resolución

I �
»

ln
�
x�?

x2 � 1
�1{2

?
x2 � 1

dx

I � 1

2

»
ln
�
x�?

x2 � 1
�

?
x2 � 1

dx

Sea:

u � lnpx�?
x2 � 1q

du � 1

x�?
x2 � 1

� �1� 1
2
px2 � 1q�1{2p2xq� dx

du � 1

x�?
x2 � 1

�
�?

x2 � 1� x?
x2 � 1

�
dx

du � dx?
x2 � 1

25



Entonces:

I � 1

2

»
udu

� 1

2

�
u2

2



� C

� u2

4
� C

� 1

4

�
lnpx�

?
x2 � 1q

	2

� C

�
�
lnpx�

?
x2 � 1q

	2{4
� C

�
b
lnpx�

?
x2 � 1q � C

38 I �
»

x5dx

x3 � 8

Resolución

I �
»
x5 � 8x2 � 8x2

x3 � 8
dx

�
»
x5 � 8x2

x3 � 8
dx� 8

»
x2

x3 � 8
dx

�
»
x2px3 � 8q
x3 � 8

dx� 8

»
x2

x3 � 8
dx

�
»
x2dx� 8

»
x2

x3 � 8
dx

Sea:


 u � x3 � 8 ùñ du � 3x2dx

ùñ du

3
� x2dx

Entonces:

I � x3

3
� 8

»
du

3u
� x3

3
� 8

3
ln |u| � C

� x3

3
� 8

3
ln |x3 � 8| � C

� 1

3

�
x3 � ln |x3 � 8|8�� C

39 I �
»

dx

xpx2 � 8q

26



Resolución

Si:


 � 1
8
px2 � x2 � 8q � �1

8
px2 � 8q � 1

8
x2

I �
» p�1

8
px2 � 8q � 1

8
x2qdx

xpx2 � 8q
� �1

8

»
x2 � 8

xpx2 � 8qdx�
1

8

»
x2

xpx2 � 8qdx

� �1

8

»
dx

x
� 1

8

»
x

x2 � 8
dx

Sea:


 u � x2 � 8 ùñ du � 2xdx

Entonces:

I � �1

8
lnx� 1

16

»
du

u

� � 2

16
lnx� 1

16
lnu� c

� � lnx2

16
� 1

16
lnpx2 � 8q � c

� 1

16
lnpx

2 � 8

x2
q � c

40 I �
»

dx

sen 2xpln tanxq

Resolución

Sea:


 u � ln tanx ùñ du � sec2 x

tanx
dx

ùñ du � dx�senx
cosx

	
cos2 x

ùñ du � dx

senx cosx

27



Entonces:

I �
»

dx

2 senx � cosxpln tanxq � 1

2

»
dx

senx � cosxpln tanxq
� 1

2

»
du

u

� 1

2
ln |u| � C

� 1

2
ln | ln tanx| � C

41 I �
» ?

1� cosxdx

Resolución

I �
» ?

1� cosx � ?1� cosx?
1� cosx

dx �
» ?

1� cos2 x?
1� cosx

dx

�
» ?

sen2 x?
1� cosx

dx

�
»

senx?
1� cosx

dx

Sea:


 u � 1� cosx ùñ du � senxdx

Entonces:

I �
»

du

u1{2 �
»
u�1{2du

� 2u1{2 � C

� 2
?
1� cosx� C

42 I �
»

arctan
?
x?

x� 2x2 � x3
dx

Resolución

I �
»

arctan
?
x?

x � ?1� 2x� x2
dx �

»
arctan

?
x?

x
ap1� xq2dx

�
»
arctan

?
x?

xp1� xqdx

28



Sea:

u � arctanp?xq ùñ du � 1

1� p?xq2 �
1

2
?
x
dx

ùñ 2du � 1?
x � p1� xqdx

Entonces:

I �
»
u � 2du � 2

»
udu

� 2 � u
2

2
� C

� parctan?xq2 � C

43 I �
»
x2 senx�1psenx� x cosx � lnxqdx

Resolución

I �
»
x2 senx

x
psenx� x cosx � lnxqdx

�
»
x2 senxpsenx

x
� cosx � lnxqdx

Sea:


 u � x2 senx ùñ lnu � 2 senx � lnx
ùñ du

u
� 2

�
cosx � lnx� senx

x

	
dx

ùñ du

2u
�
�senx

x
� cosx � lnx

	
dx

Entonces:

I �
»
u

�
du

2u



� 1

2

»
du

� 1

2
u� C

� 1

2
x2 senx � C

44 I �
»

lnx

x3plnx� 1q3dx

Resolución

I �
»

lnx

rxplnx� 1qs3dx �
»

lnx

px lnx� xq3dx

29



Sea:


 u � x lnx� x ùñ du � plnx� 1� 1qdx
ùñ du � lnxdx

Entonces:

I �
»
du

u3
�

»
u�3du

� u�2

�2 � C

� � 1

2u2
� C

� � 1

2px lnx� xq2 � C

� � 1

2x2plnx� 1q2 � C

45 I �
»
2x�?

arc senx?
1� x2

dx

Resolución

I �
»

2xdx?
1� x2

�
» ?

arc senx?
1� x2

dx

Sea:


 u � ?
1� x2 ùñ u2 � 1� x2

ùñ 2udu � �2xdx
ùñ �udu � xdx


 v � ?
arc senx ùñ v2 � arc senx

ùñ 2vdv � 1?
1� x2

dx

Entonces:

I � 2

» �udu
u

�
»
2vdv � v

� �2
»
du� 2

»
v2dv

� �2u� 2

3
v3 � C

� �2
?
1� x2 � 2

3

a
parc senxq3 � C

46 I �
»
x lnx� p1� x2q arctanx

xp1� x2q ln2 x
dx

30



Resolución

Sea:


 u � arctanx

lnx

ùñ du �

�
��

1

1� x2
lnx� 1

x
arctanx

ln2 x

�
�
dx

ùñ
»
du �

» �
x lnx� p1� x2q arctanx

xp1� x2q ln2 x



dx

ùñ u �
» �

x lnx� p1� x2q arctanx
xp1� x2q ln2 x



dx

Entonces:

I � u

� arctanx

lnx
� C

47 I �
»

dx

xpxbbb � 1q2 ; Siendo bbb el máximo número de tres cifras.

Resolución

I �
»

dx

xpx999 � 1q2

� 1

999

»
999x998dx

x998 � xpx999 � 1q2

� 1

999

»
999x998dx

x999px999 � 1q2

Sea:


 u � x999 � 1 ùñ du � 999x998dx

31



Entonces:

I � 1

999

»
du

u2pu� 1q
� 1

999

»
1

u2pu� 1q du

� 1

999

»
u2 � 1� u2

u2pu� 1q du

� 1

999

» �
u2 � pu2 � 1q
u2pu� 1q

�
du

� 1

999

» �
u2

u2pu� 1q �
u2 � 1

u2pu� 1q
�
du

� 1

999

» �
1

u� 1
� pu� 1qpu� 1q

u2pu� 1q
�
du

� 1

999

» �
1

u� 1
� u� 1

u2

�
du

� 1

999

» �
1

u� 1
� 1

u
� 1

u2

�
du

� 1

999

�
lnpu� 1q � lnu� 1

u

�
� C

� 1

999

�
lnpx999q � lnpx999 � 1q � 1

x999 � 1

�
� C

� 999

999
lnx� 1

999
lnpx999 � 1q � 1

999px999 � 1q � C

� lnx� 1

999
lnpx999 � 1q � 1

999px999 � 1q � C

32



�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

Resolver las siguientes integrales indefinidas

1

»
dx

x2
� �1

x
� c

2

»
3
?
xdx � 3

4
x4{3 � c

3

»
p4x3�3x2�2x�1qdx � x4�x3�x2�

x� c

4

»
p1� xq 3

?
x2dx � 3

5
x5{3 � 3

8
x8{3 � c

5

»
x2p4� x2q3dx � �1

9
x9 � 12

7
x7 � 48

5
x5 � 64

3
x3 � c

Resolución

33



6

» ?
3x� 4dx � 2

9
p3x� 4q3{2 � c

7

»
dx

px� 1q3 � � 1

2px� 1q2 � c

8

» px� 1q?
x2 � 2x� 4

dx �
?
x2 � 2x� 4� c

9

» px2 � 2xqdx?
x3 � 3x2 � 1

� 2

3
px3 � 3x2 � 1q1{2 � c

10

»
xdx

px� 5q6 � � 1

4px� 5q4 �
1

px� 5q5 � c

Resolución

11

»
x� 3

p3� xq2{3dx �
3

4
p3� xq4{3 � 18p3� xq1{3 � c

34



12

»
xdx?
x� 3

� 2

3
px� 3q3{2 � 6px� 3q1{2 � c

13

»
3dx

1� 2x
� 3

2
ln |1� 2x| � c

14

»
x2dx

1� x3
� �1

3
ln |1� x3| � c

15

»
x� 1

x� 1
dx � x� 2 ln |x� 1| � c

Resolución

16

»
2x3

x2 � 4
dx � x2 � 4 ln |x2 � 4| � c

17

»
e2x

e2x � 1
dx � 1

2
ln |e2x � 1| � c

35



18

»
dx

x lnx
� ln | lnx| � c

19

»
dx

xp1� lnxq � � ln |1� lnx| � c

20

»
lnplnxq
x lnx

dx � 1

2
plnplnxqq2 � c

Resolución

21

»
p2x� 3q10dx � 1

22
p2x� 3q11 � C

22

» px1{3 � 2q4
3
?
x2

dx � 3

5
px1{3 � 2q5 � C

23

»
px� 1qpx� 2q9dx � px� 2q11

11
� 3px� 2q10

10
� C

36



Resolución

37



1.4. Segunda fórmulas Básicas de Integración

1.

»
exdx � ex � c

2.

»
axdx � ax

ln a
� c, a ¡ 0

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

Encontrar las siguientes integrales

1

»
25xdx

Resolución

Hacemos u � 5xÑ du � 5dxÑ du

5
� dx, luego

»
25xdx �

»
2u

du

5
� 1

5

»
2udu � 1

5

�
2u

ln 2



� 25x

5 ln 2
� c

2

»
e2�3xdx

Resolución

Hacemos u � 2� 3xÑ du � �3dxÑ �du

3
� dx, luego

»
e2�3xdx �

»
eup�du

3
q � �1

3

»
eudu � �1

3
eu � �1

3
e2�3x � c

3

»
e
?
x

?
x
dx

Resolución

Hacemos u � ?
xÑ du � dx

2
?
x
Ñ 2du � dx?

x
, luego

»
e
?
x

?
x
dx �

»
eup2duq � 2eu � 2e

?
x � c

4

»
dx

ex{2 � ex

Resolución

38



Hacemos u � x

2
Ñ du � dx

2
Ñ 2du � dx, luego

»
dx

ex{2 � ex
�
»

2du

eu � e2u

� 2

»
e�2udu

e�u � 1

� 2

» �
e�u � 1� 1

e�u � 1



du

� 2p�e�u � u� lnp1� euqq
� �2e�x{2 � x� 2 lnp1� ex{2q � c

5 I �
»
4xex dx

Resolución

I �
»
p4 � eqx dx

� p4eqx
lnp4eq � C

� p4eqx
ln 4� ln e

� C

� 4xex

ln 4� 1
� C

6 I �
»
2x � 3x�1

5x�2
dx

Resolución

I �
»
2x � 3x � 3
5x � 52 dx

� 3

25

»
2x � 3x
5x

dx

� 3

25

» �
6

5


x

dx

� 3

25
�
�
6
5

�x
ln
�
6
5

� � C

� 3

25 ln
�
6
5

� � �6

5


x

� C

7 I �
» pax � bxq2

axbx
dx

39



Resolución

I �
»
a2x � 2axbx � b2x

axbx
dx

�
» �

ax

bx
� 2� bx

ax

�
dx

�
» ��a

b

	x

� 2�
�
b

a


x�
dx

� pa{bqx
lnpa{bq � 2x� pb{aqx

lnpb{aq � C

� pa{bqx
ln a� ln b

� 2x� pb{aqx
ln b� ln a

� C

� pa{bqx
ln a� ln b

� 2x� pb{aqx
ln a� ln b

� C

�
ax

bx
� bx

ax

ln a� ln b
� 2x� C

�

�
a2x � b2x

axbx



ln a� ln b

� 2x� C

8 I �
»
ee

ex

ee
x�xdx

Resolución

Por cambio de variable sea:


 u � ex ùñ du � exdx

Entonces:

I �
»
ee

ex

ee
x

exdx �
»
ee

u

eudu

Luego otro cambio de variable sea:


 w � eu ùñ dw � eudu

40



Entonces:

I �
»
ewdw � ew � C

� ee
u � C

� ee
ex � C

9 I �
»
e2x�5dx

Resolución

Sea:


 u � 2x� 5 ùñ du � 2dx

ùñ du

2
� dx

Entonces:

I �
»
eupdu

2
q � 1

2

»
eudu

� 1

2
eu � c

� 1

2
e2x�5 � c

10 I �
»
exlnxplnx� 1qdx

Resolución

Sea: u � x lnxñ du � plnx� 1qdx

I �
»
eudu

� eu � c � ex lnx � c � xx � c

11 I �
»
x2xplnx� 1qdx

Resolución

I �
»
xx � xxplnx� 1qdx

41



Sea:


 u � xx ùñ lnu � x lnx

ùñ du

u
� plnx� 1qdx

I �
»
u � u � du

u
�

»
udu

� u2

2
� C

� pxxq2
2

� C

� x2x

2
� C

12 I �
»

3tanhx

cosh2 x
� dx

Resolución

I �
»
3tanhx � sech2x � dx


 u � tanhx

du � sech2x dx

I �
»
3udu

� 3u

ln 3
� C

� 3tanhx

ln 3
� C

13 I �
»

dx?
ex � 1

Resolución

I �
»

exdx

ex
?
ex � 1

Sea:


 u � ?
ex � 1 ùñ u2 � ex � 1 ùñ ex � u2 � 1

ùñ 2udu � exdx

42



Entonces:

I �
»

2udu

upu2 � 1q � 2

»
du

u2 � 1

� 2 arctanpuq � C

� 2 arctanp?ex � 1q � C

14 I �
»
ln 2x

ln 4x
� dx
x

Resolución

I �
»
lnx� ln 2

lnx� ln 4
� dx
x

Sea:


 u � lnx ùñ du � dx

x

Entonces:

I �
»
u� ln 2

u� ln 4
� du �

»
u� ln 2� ln 4� ln 4

u� ln 4
� du

�
»
u� ln 4

u� ln 4
� du�

»
ln 2� ln 4

u� ln 4
� du

�
»
du�

»
ln 2

u� ln 4
� du

� u� ln 2

»
du

u� ln 4

� u� ln 2 � ln | u� ln 4 | �C
� lnx� ln 2 � ln | lnx� ln 4 | �C
� lnx� ln 2 � ln | ln 4x | �C

15 I �
»

e2x?
ex � 1

dx

Resolución

I �
»

ex � ex?
ex � 1

dx

Sea:


 u � ?
ex � 1 ùñ u2 � ex � 1 ùñ ex � u2 � 1

ùñ 2udu � exdx

43



Entonces:

I �
» pu2 � 1q � 2udu

u
� 2

»
pu2 � 1qdu

� 2

�
u3

3
� u



� C

� 2

3
p?ex � 1q3 � 2

?
ex � 1� C

16 I �
»

2ex � e�x

3ex � 4e�x
dx

Resolución

I �
»

exp2ex � e�xq
exp3ex � 4e�xqdx

�
»
2e2x � 1

3e2x � 4
dx

�
»

2e2x

3e2x � 4
dx�

»
dx

3e2x � 4

�
»

2e2x

3e2x � 4
dx�

»
e�2xdx

e�2xp3e2x � 4q
�

»
2e2x

3e2x � 4
dx�

»
e�2xdx

3� 4e�2x

Sea:


 u � 3e2x � 4 ùñ du � 3e2xp2qdx
ùñ du

6
� e2xdx


 v � 3� 4e�2x ùñ dv � �4e�2xp�2qdx
ùñ dv

8
� e�2xdx

44



Entonces:

I � 2

»
du

6u
�
»
dv

8v
� 2

6

»
du

u
� 1

8

»
dv

v

� 1

3
ln |u| � 1

8
ln |v| � C

� ln |u|1{3 � ln |v|1{8 � C

� ln
�|u|1{3 � |v|1{8�� C

� ln
�

3
?
u � 8

?
v
�� C

� ln
�

3
?
3e2x � 4 � 8

?
3� 4e�2x

	
� C

17 I �
»

dx

2x � 3

Resolución

I �
»

2�xdx

1� 3 � 2�x

Sea:


 u � 1� 3 � 2�x ùñ du � 3 � 2�x � ln 2p�dxq
ùñ �du

3 ln 2
� 2�xdx

Entonces:

I � � 1

3 ln 2

»
du

u
� � 1

ln 8
ln | u | �C

� � ln | 1� 3 � 2�x |
ln 8

� C

18 I �
»
2x�1 � 5x�1

10x
dx

45



Resolución

I �
» 2x � 2� 5x

5
10x

dx

�
»
2x � 10� 5x

5 � 10x dx

�
»
2x � 10
5 � 10x dx� 1

5

»
5x

10x
dx

� 2

» �
2

10


x

dx� 1

5

» �
5

10


x

dx

� 2

» �
1

5


x

dx� 1

5

» �
1

2


x

dx

� 2

�
1

5


x

ln

�
1

5


 � 1

5
�

�
1

2


x

ln

�
1

2


 � C

� 2

�
1

5


x

ln 1� ln 5
� 1

5
�

�
1

2


x

ln 1� ln 2
� C

� �2

�
1

5


x

ln 5
� 1

5
�

�
1

2


x

ln 2
� C

19 I �
» pax � bxq2

axbx
dx

Solución

46



I �
»
a2x � 2axbx � b2x

axbx
dx

�
» �

ax

bx
� 2� bx

ax

�
dx

�
» ��a

b

	x

� 2�
�
b

a


x�
dx

� pa{bqx
lnpa{bq � 2x� pb{aqx

lnpb{aq � C

� pa{bqx
ln a� ln b

� 2x� pb{aqx
ln b� ln a

� C

� pa{bqx
ln a� ln b

� 2x� pb{aqx
ln a� ln b

� C

�
ax

bx
� bx

ax

ln a� ln b
� 2x� C

�

�
a2x � b2x

axbx



ln a� ln b

� 2x� C

20 I �
»
ee

ex

ee
x�xdx

Solución

Por cambio de variable sea:


 u � ex ùñ du � exdx

Entonces:

I �
»
ee

ex

ee
x

exdx �
»
ee

u

eudu

Luego otro cambio de variable sea:


 w � eu ùñ dw � eudu

47



Entonces:

I �
»
ewdw � ew � C

� ee
u � C

� ee
ex � C

21 I �
»

9ex

e2x � 2ex � 1
dx

Solución

I �
»

9ex

pexq2 � 2ex � 1
dx � 9

»
ex

pex � 1q2dx

Sea:


 u � ex � 1 ùñ du � exdx

Entonces:

I � 9

»
du

u2
� 9

»
u�2du

� 9

��1
u



� c

� �9
ex � 1

� c

48



�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

Utilizando las formulas, verifique las siguientes igualdades

1

»
e5xdx � 1

5
e5x � c

2

»
xe�x2

dx � �1

2
e�x2 � c

3

»
e1{x

x2
dx � �e1{x � c

4

»
e1{x

2

x�3dx � �1

2
e1{x

2 � c

Resolución

5

»
pex � xeqdx � ex � xe�1

e� 1
� c

49



6

»
pex � 1q2exdx � 1

3
pex � 1q3 � c

7

»
1� e2x

ex
dx � ex � e�x � c

8

»
e3x � 1

ex � 1
dx � 1

2
e2x � ex � x� c

9

»
e2x

ex � 3
dx � ex � 3 lnpex � 3q � c

Resolución

10

»
2
?
x

?
x
dx � 21�

?
x

ln 2
� c

11

»
axexdx � axex

1� ln a
� c

50



12

»
9x � 4x

2x3x
dx � 1

ln 3� ln 2

��
3

2


x

�
�
2

3


x�
� c

Resolución

51



1.5. Tercera Fórmulas Básicas de Integración

1.

»
senxdx � � cosx� c

2.

»
cosxdx � senx� c

3.

»
tanxdx � � ln | cosx| � c � ln | secx| � C

4.

»
cotxdx � ln | senx| � c

5.

»
secxdx � ln | secx� tanx| � c

6.

»
cscxdx � ln | cscx� cotx| � c

7.

»
sec2 xdx � tanx� c

8.

»
csc2 xdx � � cotx� c

9.

»
secx tanxdx � secx� c

10.

»
cscx cotxdx � � cscx� c

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1

»
cos 4xdx

Resolución

Hacemos u � 4xÑ du � 4dxÑ du

4
� dx, luego

»
cos 4xdx �

»
cosupdu

4
q � 1

4

»
cosudu � 1

4
senu � 1

4
sen 4x� c

2

»
px� 2q senpx2 � 4x� 5qdx

Resolución

52



Sea u � x2 � 4x � 5 Ñ du � 2px � 2qdx Ñ du

2
� px � 2qdx, reemplazando en la

integral:

»
px� 2q senpx2 � 4x� 5qdx �

»
senu

du

2
� �cosu

2
� �cos px2 � 4x� 5q

2
� c

3

»
x tanp?x2 � 4q?

x2 � 4
dx

Resolución

Sea u � ?
x2 � 4Ñ du � xdx?

x2 � 4
, reemplazando en la integral dada:

»
tanp?x2 � 4qx?

x2 � 4
dx �

»
tanudu � � ln | cosu| � � ln | cosp

?
x2 � 4q| � c

4

»
cotplnxq

x
dx

Resolución

Sea u � lnxÑ du � dx

x
, reemplazando en la integral dada.

»
cotplnxq

x
dx �

»
cotudu � ln | senu| � ln | senplnxq| � c

5 I �
»

dx

cos2p1� 4xq

Resolución

Sea:


 u � 1� 4x ùñ du � �4dx
ùñ �du

4
� dx

Entonces:

I �
» �du

4

cos2 u
� �1

4

»
sec2 udu

� �1
4

tanu� c

� �1

4
tanp1� 4xq � c

53



6 I �
»

dx

1� cos 10x

Resolución

I �
»

dx

1� cos 2p5xq
Si:


 cos 2x � cos2 x� sen2 x

I �
»

dx

1� cos 2p5xq �
»

dx

1� cos2 5x� sen2 5x

�
»

dx

1� cos2 5x� 1� cos2 5x

�
»

dx

2 cos2 5x

� 1

2

»
dx

cos2 5x

� 1

2

»
sec2 5xdx

� 1

2

�
tan 5x

5



� C

� 1

10
tan 5x� C

7 I �
»

x cosx

px senx� cosx� 1qm dx

Resolución

Sea:


 u � x senx� cosx� 1 ùñ du � x cosxdx

Entonces:

I �
»
du

um

�
»
u�mdu

� u�m�1

�m� 1
� C

� px senx� cosx� 1q1�m

1�m
� C

54



8 I �
»

senx � cosx?
a2 sen2 x� b2 cos2 x

dx

Resolución

I �
»

senx � cosxa
a2 sen2 x� b2p1� sen2 xqdx

�
»

senx � cosxapa2 � b2q sen2 x� b2
dx

Sea :

u � pa2 � b2q sen2 x� b2

ùñ du � 2pa2 � b2q senx � cosxdx
ùñ du

2pa2 � b2q � senx � cosx � dx

Entonces:

I �
»

1?
u
�
�

du

2pa2 � b2q



� 1

2pa2 � b2q
»
u�1{2du

� 1

2pa2 � b2q �
u1{2

1{2 � C

� 1

pa2 � b2q � u
1{2 � C

� 1

pa2 � b2q �
a
pa2 � b2q sen2 x� b2 � C

� 1

pa2 � b2q �
?
a2 sen2 x� b2 cos2 x� C

9 I �
»

sen3 x?
cosx

dx

Resolución

I �
»
sen2 x � senx?

cosx
dx

�
» p1� cos2 xq � senx?

cosx
dx

55



Sea :


 u � ?
cosx ùñ u2 � cosx

ùñ 2udu � � senxdx

ùñ �2udu � senxdx

Entonces:

I �
» p1� u4qp�2uduq

u

� �2
»
p1� u4qdu

� �2
�
u� u5

5



� C

� �2?cosx� 2

5
p?cosxq5 � C

10 I �
»
sec2pcosplnxqq � senplnxq

x
dx

Resolución

Sea:


 u � cosplnxq ùñ du � � senplnxq1
x
dx

ùñ �du � senplnxq
x

dx

Entonces:

I � �
»
sec2 udu � � tanu� C

� � tanpcosplnxqq � C

11 I �
»
1� tanx

sen 2x
dx

56



Resolución

I �
» 1� senx

cosx
2 senx � cosxdx

� 1

2

»
cosx� senx

senx � cos2 xdx

�
»

cosx

2 senx � cos2 xdx�
1

2

»
senx

senx � cos2 xdx

�
»

dx

2 senx � cosx �
1

2

»
1

cos2 x
dx

�
»

dx

sen 2x
� 1

2

»
sec2 xdx

�
»
csc 2xdx� 1

2
tanx

� 1

2
ln | csc 2x� cot 2x| � 1

2
tanx� C

� 1

2
ptanx� ln | csc 2x� cot 2x|q � C

12 I �
» ?

1� senxdx

Resolución

I �
» ?

1� senx � ?1� senx?
1� senx

dx

�
» ?

1� sen2 x?
1� senx

dx

�
» ?

cos2 x?
1� senx

dx

�
»

cosx?
1� senx

dx

Sea:


 u � 1� senx ùñ du � � cosxdx

ùñ �du � cosxdx

57



Entonces:

I � �
»

du

u1{2 � �
»
u�1{2du

� �2u1{2 � C

� �2?1� senx� C

13 I �
»

dx

1� senx

Resolución

I �
»

dx

1� senx
�

» p1� senxqdx
1� sen2 x

�
» p1� senxqdx

cos2 x

�
»
sec2 xdx�

»
senxdx

cos2 x

Sea:


 u � cosx ùñ du � � senxdx ùñ �du � senxdx

Entonces:

I � tanx�
»
du

u2
� tanx�

»
u�2du

� tanx� u�1

�1 � C

� tanx� 1

u
� C

� tanx� 1

cosx
� C

� tanx� secx� C

14 I �
»

cos3 x

1� senx
dx

58



Resolución

I �
»

cos3 x

1� senx
dx

�
»

cos3 xp1� senxq
p1� senxqp1� senxqdx

�
»
cos3 xp1� senxq

1� sen2 x
dx

�
»
cos3 xp1� senxq

cos2 x
dx

�
»
cosxp1� senxqdx

Sea:


 u � 1� senx ùñ du � cosxdx

Entonces:

I �
»
udu � u2

2
� C

� p1� senxq2
2

� C

15 I �
»

dx

sen2 x � 3
?
cotx� 1

Resolución

I �
»

csc2 xdx
3
?
cotx� 1

Sea:


 u � 3
?
cotx� 1 ùñ u3 � cotx� 1


 3u2du � � csc2 xdx ùñ �3u2du � csc2 xdx

Entonces:

I �
» �3u2du

u
� �3

»
udu

� �3
�
u2

2



� C

� �3

2
pcotx� 1q2{3 � C

59



16 I �
»

senx� sen 2x� sen 3x� . . .� sennx

cosx� cos 2x� cos 3x� . . .� cosnx
� dx

Solución

Se sabe que:


 senx� sen 2x� sen 3x� . . .� sennx � sen
�
nx
2

�
sen

�
x
2

� � sen �n�1
2
x
�


 cosx� cos 2x� cos 3x� . . .� cosnx � sen
�
nx
2

�
sen

�
x
2

� � cos �n�1
2
x
�

I �
» sen

�
nx
2

�
sen

�
x
2

� � sen �n�1
2
x
�

sen
�
nx
2

�
sen

�
x
2

� � cos �n�1
2
x
� � dx

�
»

sen
�
n�1
2
x
�

cos
�
n�1
2
x
� � dx

�
»

tan

�
n� 1

2
x



� dx

� � 2

n� 1
ln

�
cos

n� 1

2
x



� C

60



�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

Calcular las siguientes integrales inmediatas

1

»
sen

x

2
dx � �2 cos x

2
� c

2

»
cos2 x senxdx � �1

3
cos3 x� c

3

»
x cotx2dx � 1

2
lnpsenx2q � c

4

»
x2 sec2 x3dx � 1

3
tanx3 � c

5

»
sec

?
x?

x
dx � 2 lnpsec?x� tan

?
xq � c

6

»
ex cos exdx � sen ex � c

Resolución

7

»
senx� cosx

cosx
dx � ln secx� x� c

61



8

»
e3 cos 2x sen 2xdx � �1

6
e3 cos 2x � c

9

»
secx tanx

2� 3 secx
dx � 1

3
lnp2� 3 secxq � c

10

»
dx

1� cosx
� cscx� cotx� c

11

»
dx

1� senx
� tanx� secx� c

12

»
psecx� tanxq2dx � 2ptanx� secxq � x� c

Resolución

13

»
sec2 x

1� tanx
dx � lnp1� tanxq � c

62



14

»
cotx

cot2 x� 1
dx � 1

2
ln | sec 2x| � c

15

» c
1� senx

1� senx
dx � ln |1� senx| � c

16

»
1� cosx

x� senx
dx � ln |x� senx| � c

17

»
cos 2x

sen3 2x
dx � � 1

4 sen2 2x
� c

Resolución

18

»
sen 2x cos 4xdx � 1

4
cos 2x� 1

12
cos 6x� c

19

» ?
5� 2 tanx

cos2 x
dx � 1

3
p5� 2 tanxq3{2 � c

63



20

»
dx

sen2 x cosx
� � 1

senx
� ln | secx� tanx| � c

Resolución

64



1.6. Cuarta fórmulas Básicas de Integración

1.

»
dx

x2 � a2
� 1

a
arctanpx

a
q � c

2.

»
dx?

a2 � x2
� arc sen

x

a
� c

3.

»
dx

x
?
x2 � a2

� 1

a
arcsec

x

a
� c

4.

»
dx

x2 � a2
� 1

2a
ln

����x� a

x� a

����� c

5.

»
dx

a2 � x2
� 1

2a
ln

����a� x

a� x

����� c

6.

»
dx?

x2 � a2
� ln

���x�?
x2 � a2

���� c�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 I �
»

4dx?
6� x2

Resolución

I � 4

»
dxb

p?6q2 � x2

I � 4 arc sen

�
x?
6



� c

2

»
dx

x2 � 4x� 13

Resolución

Cuando en el denominador se tiene una expresión cuadrática como en este caso, se

completa cuadrados.

x2 � 4x� 13 � px� 2q2 � 9

Luego se tiene que: »
dx

x2 � 4x� 13
�
»

dx

px� 2q2 � 32

Haciendo cambio de variable: u � x� 2Ñ du � dx, entonces:

»
dx

px� 2q2 � 32
�
»

du

u2 � 32
� 1

3
arctan

�u
3

	
� 1

3
arctan

�
x� 2

3



� c

65



3

»
dx?�x2 � 6x� 6

Resolución

En el radicando, completamos cuadrados:

�x2 � 6x� 6 � 3� px� 3q2

Luego, reemplazando enj la integral:

»
dx?�x2 � 6x� 6

�
»

dxa
3� px� 3q2

Haciendo cambio de variable: u � x� 3Ñ du � dx, entonces:

»
dxa

3� px� 3q2 �
»

du

3� u2
� arc sen

�
u?
3



� arc sen

�
x� 3?

3



� c

4

»
dx

x
a
1� ln2 x

Resolución

Hacemos:

I �
»

dx

x
a
1� ln2 x

�
» dx

x

x
a
1� ln2 x

Sea u � lnxÑ du � dx

x
, luego reemplazando:

I �
»

du?
1� u2

� arc senpuq � arc senplnxq � c

5 I �
»

1

px� 1q?x
dx

Resolución

Sea:


 u � x1{2 ùñ u2 � x

ùñ 2udu � dx

66



Entonces:

I �
»

dx

px� 1q � x1{2 �
»

2udu

pu2 � 1qu
� 2

»
du

u2 � 1

� 2 arctanu� c

� 2 arctan
?
x� c

6 I �
»

x2dx

1� x2

Resolución

I �
»

x2dx

1� x2

�
»
x2 � 1� 1

1� x2
dx

�
» �

1� 1

1� x2



dx

�
»
dx�

»
dx

1� x2
dx

� x� arctanx� C

7 I �
»

dx?
2� 5x2

Resolución

I �
»

dx?
2� 5x2

�
»

dxb
p?2q2 � p?5xq2

Sea:


 u � ?
5x ùñ du � ?

5dx

67



I �
»
du?
5
� 1b

p?2q2 � u2

�
?
5

5

»
dub

p?2q2 � u2

�
?
5

5
arc sen

�
u?
2



� C

�
?
5

5
arc sen

�?
5 � ?2x

2



� C

�
?
5

5
arc sen

�?
10x

2



� C

8 I �
»

xdx?
16� 9x4

Resolución

I �
»

xdx?
16� 9x4

�
»

xdxa
42 � p3x2q2

Sea:


 u � 3x2 ùñ du

6
� xdx

I �
»
du

6
� 1?

42 � u2
� 1

6

»
du?

42 � u2

� 1

6
arc sen

�u
4

	
� C

� 1

6
arc sen

�
3x2

4



� C

9 I �
»

dx

x
a
4� 9 ln2 x

Resolución

I �
»

dx

x
a
4� p3 lnxq2

Sea:


 u � 3 lnx ùñ du

3
� 1

x
dx

68



Entonces:

I � 1

3

»
du?

22 � u2

� 1

3
arc senpu

2
q � C

� 1

3
arc senp3 lnx

2
q � C

� 1

3
arc senplnx3{2q � C

10 I �
»

dx

e�x � ex

Resolución

I �
»

dx
1

ex
� ex

�
»

exdx

1� e2x

�
»

exdx

1� pexq2

Sea:


 u � ex ùñ du � exdx

Entonces:

I �
»

du

1� u2
� arctanu� C

� arctanpexq � C

11 I �
»
senx � cosx?
2� sen4 x

dx

Resolución

Sea:


 u � sen2 x ùñ du � 2 senx � cosxdx
ùñ du

2
� senx � cosxdx

69



Entonces:

I �
»
1

2

�
du?
2� u2



� 1

2

»
du?
2� u2

� 1

2

»
dub

p?2q2 � u2

� 1

2
arc sen

�
u?
2



� C

� 1

2
arc sen

�
sen2 x?

2



� C

12 I �
»

lnx

x
a
1� 4 lnx� ln2 x

dx

Resolución

I �
»

lnx

x
a
1� 4� 4� 4 lnx� ln2 x

dx

�
»

lnx

x
b
5� pln2 x� 4 lnx� 4q

dx

�
»

lnx

x
a
5� plnx� 2q2dx

Sea:


 u � lnx� 2 ùñ lnx � u� 2

ùñ 1

x
dx � du

Entonces:

I �
»

u� 2?
5� u2

du

�
»

u?
5� u2

du� 2

»
du?
5� u2

70



Sea:


 v � ?
5� u2 ùñ v2 � 5� u2

ùñ 2vdv � �2udu
ùñ �vdv � udu

Entonces:

I � �
»
vdv

v
� 2 arc senp u?

5
q � C

� �
»
dv � 2 arc senp u?

5
q � C

� �v � 2 arc senp u?
5
q � C

� �
?
5� u2 � 2 arc senp u?

5
q � C

� �
a
5� plnx� 2q2 � 2 arc senp lnx� 2?

5
q � C

13 I �
»

dx

x
?
2x� 1

Resolución

Sea:


 u � ?
2x� 1 ùñ u2 � 2x� 1 ùñ x � u2 � 1

2

ùñ udu � dx

I � 2

»
du

u2 � 1
� 2

2
ln | u� 1

u� 1
| �C

� ln|
?
2x� 1� 1?
2x� 1� 1

|�C

14 I �
» ?

ex � 1 � earctanx � lnp1� x2q
?
x2ex�x2 �?

ex � 1?
ex � x2ex � x2 � 1 � ?1� x2

dx

71



Resolución

�
» ?

ex � 1 � earctanx � x
?
ex � 1 lnp1� x2q � ?

ex � 1a
exp1� x2q � p1� x2q � ?1� x2

� dx

�
» ?

ex � 1 � earctanx � x
?
ex � 1 lnp1� x2q � ?

ex � 1apex � 1qp1� x2q � ?1� x2
� dx

�
» ?

ex � 1 pearctanx � x lnp1� x2q � 1qapex � 1q � p1� x2q � dx

�
»

earctanx � x lnp1� x2q � 1

1� x2
� dx

�
»

earctanx

1� x2
� dx�

»
x lnp1� x2q

1� x2
dx�

»
dx

1� x2

Sea:


 u � lnp1� x2q ùñ du � 2x

1� x2
dx

ùñ du

2
� xdx

1� x2

Entonces:

I �
»

earctanx

1� x2
� dx�

»
u
du

2
�
»

dx

1� x2

� earctanx � 1

4
u2 � arctanpxq � C

� earctanx � 1

4
ln2p1� x2q � arctanpxq � C

15 I �
»
secx � tanx?
sec2 x� 1

dx

Resolución

Sea : 
 u � secx ùñ du � � secx � tanxdx

Entonces:

I �
» �du?

u2 � 1

� �
»

du?
u2 � 1

� � ln |u�
?
u2 � 1| � C

� � ln | secx�
?
sec2�1| � C

72



16 I �
»
earctanx � x lnp1� x2q � 1

1� x2
� dx

Resolución

I �
»
earctanx

1� x2
dx�

»
x lnp1� x2q

1� x2
dx�

»
dx

1� x2

Por partes, sea:


 u � arctanx ùñ du � dx

1� x2


 v � lnp1� x2q ùñ dv � 2xdx

1� x2

I �
»
eudu�

»
v

2
dv � arctanx� C

� eu � 1

4
v2 � arctanx� C

� earctanx � 1

4
plnp1� x2qq2 � arctanx� C

� earctanx � 1

4
ln2p1� x2q � arctanx� C

17 I �
»

dx

x
?
1� x2

Resolución

Sea:


 u � 1

x
ùñ x � 1

u
ùñ dx � �du

u2

73



Entonces:

I �
»
u � 1c

1� 1

u2

� �du
u2

� �
»

udu

u
?
u2 � 1

� �
»

du?
u2 � 1

� � ln | u�
?
u2 � 1 | �C

� � ln | 1
x
�
c
p1
x
q2 � 1 | �C

� � ln | 1
x
� 1

x

?
1� x2 | �C

� ln

�
| 1�

?
1� x2

x
|

�1

� C

� ln | x

1�?
1� x2

| �C

18 I �
»

cos 2x

4� cos2 2x
dx

Resolución

I �
»

cos 2x

4� 1� sen2 2x
dx

�
»

cos 2x

5� sen2 2x
dx

Sea : 
 u � sen 2x ùñ du � 2 cos 2xdx

Entonces:

I � 1

2

»
du

5� u2

� 1

2

»
du

p?uq2 � u2

� 1

2

�
1

2
?
5
ln |

?
5� u?
5� u

|


� C

� 1

4
?
5
ln |

?
5� sen 2x?
5� sen 2x

| � C

19 I �
»

2x� 5

x2 � 2x� 5
dx

74



Resolución

I �
»

2x� 2� 3

x2 � 2x� 5
dx

�
»

2x� 2

x2 � 2x� 5
dx� 3

»
dx

px2 � 2x� 1q � 4

�
»

2x� 2

x2 � 2x� 5
dx� 3

»
dx

px� 1q2 � 22

Sea:


 u � x2 � 2x� 5 ùñ du � p2x� 2qdx

Entonces:

I �
»
du

u
� 3

»
dx

px� 1q2 � 22

� ln |u| � 2

3
arctan

�
x� 1

2



� C

� ln |x2 � 2x� 5| � 2

3
arctan

�
x� 1

2



� C

� ln |x2 � 2x� 5| � 2

3
arctan

�
x� 1

2



� C

20 I �
»

18dx

x2 � 4x� 5

Resolución

I �
»

18dx

px2 � 4x� 4q � 4� 5
�

»
18dx

px� 2q2 � 9

� 18

»
dx

px� 2q2 � 9

Sea:


 u � x� 2 ùñ du � dx

75



Entonces:

I � 18

»
du

u2 � 32
� 18

�
1

6



ln | u� 3

u� 3
| �C

� 3 ln

����x� 2� 3

x� 2� 3

����� C

� ln

����x� 1

x� 5

����
3

� C

76
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�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

Verificar las siguientes igualdades:

1

»
dx?
4� x2

� arc sen
x

2
� c

2

»
dx

9� x2
� 1

3
arctan

x

3
� c

3

»
dx?

2� 5x2
�
?
5

5
arc sen

�?
10

2
x



� c

4

»
dx

x
?
4x2 � 9

� 1

3
arcsec

�
2x

3



� c

5

»
xdx?

16� 9x4
� 1

6
arc sen

�
3

4
x2



� c

Resolución

6

»
x2dx

1� x2
� x� arctanx� c

77



7

»
3x3 � 4x2 � 3x

x2 � 1
dx � 3

2
x2 � 4x� 4 arctanx� c

8

»
dx

ex � e�x
� arctan ex � c

9

»
secx tanx

9� 4 sec2 x
dx � 1

6
arctan

2 secx

3
� c

10

»
exdx

e2x � ex � 3
� 1?

2
arctan

ex � 1?
2

� c

Resolución

11

»
2x� 7

x2 � 9
dx � lnpx2 � 9q � 7

3
arctan

x

3
� c

12

»
dx?

8� 4x� x2
� arc sen

x� 2?
12

� c

78



13

»
dx

x2 � x� 2
� 2?

7
arctanp2x� 1?

7
q � c

14

»
xdx?

1� 3x2 � 2x4
� 1

2
?
2
arc senp4x

2 � 3?
17

q � c

15

»
2x� 3

x2 � 6x� 13
dx � ln |x2 � 6x� 13| � 9

2
arctanpx� 3

2
q � c

Resolución

16

»
2� x?

4� 2x� x2
dx � arc sen

�
1� x?

5



�
?
4� 2x� x2 � c

17

»
5� 4x?

12x� 4x2 � 8
dx �

?
12x� 4x2 � 8� 1

2
arc senp2x� 3q � c

18

»
2x� 5

x2 � 2x� 5
dx � ln |x2 � 2x� 5| � 3

2
arctan

�
x� 1

2



� c

79



19

»
x� 2?
4x� x2

dx � �
?
4x� x2 � 4 arc sen

�
x� 2

2



� c

20

»
x3dx

x4 � x2 � 1
� 1

4
lnpx4 � x2 � 1q �

?
3

6
arctan

�
2x2 � 1?

3



� c

Resolución

80



Caṕıtulo 2

Integración de funciones

trigonométricas

Cuando nos referimos a la integración de funciones trigonométricas, estamos hablando

de calcular integrales cuyo integrando está compuesto por funciones trigonométricas y

constantes. A continuación, se presentan los diferentes casos que pueden surgir.

Integrales de la forma:

»
senn xdx ó

»
cosn xdx

Se presentan los siguientes criterios para n entero positivo:

♠ senn x � sen2k�1 x � psen2 xqk senx � p1� cos2 xqk senx (n impar)

♠ senn x � sen2k x � psen2 xqk �
�
1� cos 2x

2


k

(n par)

♠ cosn x � cos2k�1 x � pcos2 xqk cosx � p1� sen2 xqk cosx (n impar)

♠ cosn x � cos2k x � pcos2 xqk �
�
1� cos 2x

2


k

(n par)

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

Resolver las siguientes integrales indefinidas

1 Calcular

»
cos3 xdx

Resolución

81



»
cos3 xdx �

»
cos2 x cosxdx

�
»
p1� sen2 xq cosxdx

�
»
pcosx� sen2 x cosxqdx

� senx� sen2 x

2
� c

2 Calcular

»
sen5 xdx

Resolución»
sen5 xdx �

»
sen4 x senxdx �

»
p1� cos2 xq2 senxdx

�
»
psenx� 2 cos2 x senx� cos4 x senxqdx

� � cosx� 2

3
cos3 x� 1

5
cos5 x� c

3 Calcular

»
sen2 xdx

Resolución»
sen2 xdx �

»
1� cos 2x

2
dx

� 1

2

»
p1� cos 2xqdx

� x

2
� sen 2x

4
� c

4 Calcular

»
cos4 xdx

Resolución»
cos4 xdx �

» �
1� cos 2x

2


2

dx � 1

4

»
p1� 2 cos 2x� cos2 2xqdx

� 1

4

» �
1� 2 cos 2x� 1� cos 4x

2



dx

� 3

8
x� 1

4
sen 2x� 1

32
sen 4x� c

Integrales de la forma:

»
senm x cosn xdx, con m ó n impar

positivo

La solucion se encuentra siguiendo el procedimiento expuesto en el sección 2.1. consi-

derando aquel exponente que es impar.
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�
	Ejercicios Resueltos

1 Calcular

»
sen2 x cos3 xdx

Resolución»
sen2 x cos3 xdx �

»
sen2 x cos2 x cosxdx

�
»
sen2 xp1� sen2 xq cosxdx

�
»
psen2 x cosx� sen4 x cosxqdx

� 1

3
sen3 x� 1

5
sen5 x� c

2 Calcular

»
sen3 x cos2 xdx

Resolución»
sen3 x cos2 xdx �

»
sen2 x cos2 x senxdx

�
»
p1� cos2 xq cos2 x senxdx

�
»
pcos2 x� cos4 xq senxdx

�
»
pcos2 x senx� cos4 x senxqdx

� �cos3 x

3
� cos5 x

5
� c

2.1. Integrales de la forma:
³
senm x cosn xdx, con m y n

pares positivo

En este caso, la integral se evalúa en forma similar al procedimiento que se emplea en

el sección 2.1.�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1

»
sen2 x cos2 xdx

Resolución

83



»
sen2 x cos2 xdx �

» �
1� cos 2x

2


�
1� cos 2x

2



dx

� 1

4

»
p1� cos2 2xqdx

� 1

4

»
dx� 1

4

»
cos2 2xdx

� 1

4
x� 1

4

» �
1� cos 4x

2



dx

� 1

4
x� 1

8
x� 1

8

»
cos 4xdx

� 1

8
x� 1

32
sen 4x� c

2

»
sen4 x cos2 xdx

Resolución
»
sen4 x cos2 xdx �

» �
1� cos 2x

2


2

dx �
»
sen2 xp1� sen2 xq cosxdx

� 1

8

»
p1� 2 cos 2x� cos2 2xqp1� cos 2xqdx

� 1

8

»
p1� cos 2x� cos2 2x� cos3 2xqdx

� 1

8

»
p1� cos 2x� cos2 2x� cos3 2xqdx

� 1

8

»
p1� cos 2x� 1� cos 4x

2
� p1� sen2 2xq cos 2xqdx

� 1

16

»
p1� cos 4x� 2 sen2 2x cos 2xqdx

� 1

16
px� 1

4
sen 4x� 1

3
sen3 2xq � c

3 I �
»

senx� sen 2x� sen 3x� . . .� sennx

cosx� cos 2x� cos 3x� . . .� cosnx
dx

Solución

Sea:


 senx� sen 2x� sen 3x� . . .� sennx �

�
sen

n� 1

2
x. sen

nx

2

sen
x

2


 cosx� cos 2x� cos 3x� . . .� cosnx �

�
cos

n� 1

2
x. sen

nx

2

sen
x

2

84



Entonces:

I �
»
�
���������

sen
n� 1

2
x. sen

nx

2

sen
x

2

cos
n� 1

2
x. sen

nx

2

sen
x

2

�
��������


dx

�
»

tan

�
n� 1

2
x



dx

� � 2

n� 1
ln

����cos n� 1

2
x

����� C

4 I �
»
cos 3x � cos 7xdx

Solución

I �
»
1

2
pcos 4x� cos 10xq dx

� 1

2

�
sen 4x

4
� sen 10x

10



� C

� sen 4x

8
� sen 10x

20
� C

5 I �
»
senp2x� 4q � cosp6x� 12qdx

Solución
Sea: u � 2x� 4

I � 1

2

»
senu � cos 3udu

� 1

2

»
1

2
psen 4u� senp�2uqq du

� 1

4

»
psen 4u� senp2uqq du

� 1

4

�
�cos 4u

4
� cos 2u

2



� C

� 1

4

�
cosp4x� 8q

4
� cosp8x� 16q

2



� C

85



6 I �
»

cos5 3x � sen3 3x dx

Solución

I �
»

cos5 3x � sen2 3x � sen 3x dx

�
»

cos5 3x
�
1� cos2 3x

�
sen 3x dx

�
»

cos5 3x sen 3xdx�
»
cos7 3x sen 3x dx

� �cos6 3x

18
� cos8 3x

24
� C

� cos8 3x

24
� cos6 3x

18
� C

7 I �
»

sen 10x � cos 19x dx

Solución

I �
»

1

2
psen 29x� senp�9xqq dx

� 1

2

»
psen 29x� senp9xqq dx

� 1

2

»
sen 29xdx� 1

2

»
sen 9xdx

� �cos 29x

58
� cos 9x

18
� C

� cos 9x

18
� cos 29x

58
� C

8 I �
»
senx � etan2 x

cos3 x
dx

Solución

I �
»
senx � etan2 x
cosx cos2 x

dx

�
»
tanx � sec2 x � etan2 x dx

86



Sea:


 u � tan2 xñ du � 2 tanx sec2 xdx

ñ du

2
� tanx sec2 xdx

I �
»
eudu

2

� eu

2
� C

� etan
2 x

2
� C

9 I �
»
sechx dx

Solución

Se sabe que: sechx � 2

ex � e�x

I �
»

2

ex � e�x
dx

�
»

2ex

e2x � 1
dx

� 2

»
ex

pexq2 � 1
dx

Sea:


 u � ex ñ du � exdx

I � 2

»
du

u2 � 1

� 2 arctanu� C

� 2 arctanpexq � C

10 I �
» �

sen2 3x� cos 3x
�2

dx

Solución

87



I �
» �

sen4 3x� 2 sen2 3x. cos 3x� cos2 3x
�
dx

�
»
sen4 3xdx� 2

»
sen2 3x. cos 3xdx�

»
cos2 3xdx

�
» �

1� cos 6x

2


2

dx� 2

9
sen3 3x�

» �
1� cos 6x

2



dx

� 1

4

»
dx� 1

2

»
cos 6xdx� 1

4

»
cos2 6xdx� 2

9
sen3 3x

� 1

2

»
dx� 1

2

»
cos 6xdx

� 3

4

»
dx� 1

4

» �
1� cos 12x

2



dx� 2

9
sen3 3x

� 3x

4
� 1

8

»
dx� 1

8

»
cos 12xdx� 2

9
sen3 3x

� 3x

4
� x

8
� 1

8

�
sen 12x

12



� 2

9
sen3 3x� C

� 7x

8
� sen 12x

96
� 2

9
sen3 3x� C

11 I �
» ?

cosx. sen3 xdx

Solución

I �
»
cos1{2 x. sen2 x. senxdx

�
»
cos1{2 x

�
1� cos2 x

�
senxdx

�
»
cos1{2 senxdx�

»
cos5{2 x senxdx

� �cos3{2

3{2 � cos7{2

7{2 � C

� 2 cos7{2

7
� 2 cos3{2

3
� C

12 I �
»

sen3 x

cos2 x. 3
?
cosx

dx

Solución

88



I �
»

sen3 x

cos2 x. cos1{3 x
dx

�
»
sen2 x. senx

cos7{3 x
dx

�
» p1� cos2 xq senx

cos7{3 x
dx

�
» �

cos�7{3� cos�1{3 x
�
senxdx

� cos�4{3

�4{3 � cos2{3

2{3 � C

� �3 cos�4{3

4
� 3 cos2{3

2
� C

13 I �
»

cos5 x?
senx

dx

Solución

I �
»

cos4 x � cosx
sen1{2 x

dx

�
» p1� sen2 xq2

sen1{2 x
cosxdx

�
» p1� 2 sen2 x� sen4 xq

sen1{2 x
cosxdx

�
»
sen�1{2 x cosxdx� 2

»
sen3{2 x cosxdx

�
»
sen7{2 x cosxdx

� 2 sen1{2 x� 4

5
sen5{2 x� 2

9
sen9{2 x� C

14 I �
»

sen3 x
3
?
cos4 x

dx

Solución

89



I �
»

sen2 x � senx
cos4{3 x

dx

�
» p1� cos2 xq

cos4{3 x
senxdx

�
»
cos�4{3 x senxdx�

»
cos2{3 x senxdx

� �cos�1{3 x
�1{3 � cos5{3 x

5{3 � C

� 3 cos�1{3 x� 3

5
cos5{3 x� C

� 3
?
secx

�
3

5
cos2 x� 3



� C
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�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

1

»
cos2 xdx � x

2
� 1

4
sen 2x� c

2

»
sen3 xdx � � cosx� 1

3
cos3 x� c

3

»
sen4 xdx � 3

8
x� 1

4
sen 2x� 1

32
sen 4x� c

4

»
cos5 xdx � senx� 2

3
sen3 x� 1

5
sen5 x� c

5

»
sen6 xdx � 5

16
x� 1

4
sen 2x� 3

64
sen 4x� 1

48
sen3 2x� c

Resolución
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6

»
cos6 xdx � 5

16
x� 1

4
sen 2x� 3

64
sen 4x� 1

48
sen3 2x� c

7

»
sen2 x cos4 xdx � 1

16
x� 1

64
sen 4x� 1

48
sen3 2x� c

8

»
sen4 x cos5 xdx � 1

5
sen5 x� 2

7
sen7 x� 1

9
sen9 x� c

9

»
sen4 3x cos2 3xdx � 1

16
x� 1

192
sen 12x� 1

144
sen3 6x� c

10

»
sen5 x cos5 xdx � � 1

64
cos 2x� 1

96
cos3 2x� 1

320
cos5 2x� c

11

»
sen2 x cos5 xdx � 1

3
sen3 x� 2

5
sen5 x� 1

7
sen7 x� c

Resolución
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12

»
cos4 2x sen3 2xdx � � 1

10
cos5 2x� 1

14
cos7 2x� c

Resolución
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2.2. Integrales de la forma:
³
tann xdx o

³
cotn xdx, con n

entero positivo

Puesto que n puede ser par o impar, su solucion puede ser encontrada teniendo en

cuenta lo siguiente:

tann x � ptann�2 xqptan2 xq � ptann�2 xqpsec2 x� 1q

cotn x � pcotn�2 xqpcot2 xq � pcotn�2 xqpcsc2 x� 1q

Se tiene los siguientes ejemplos:�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Calcular
³
tan4 xdx

Resolución
³
tan4 xdx � ³

tan2 x tan2 xdx

� ³
tan2 xpsec2 x� 1qdx

� ³ptan2 x sec2 x� sec2 x� 1qdx
� tan3 x

3
� tanx� x� c

2 Calcular

»
cot4 xdx

Resolución»
cot4 xdx �

»
cot2 x cot2 xdx

�
»
cot2 xpcsc2 x� 1qdx

�
»
pcot2 x csc2 x� cot2 xqdx

�
»
pcot2 x csc2 x� csc2 x� 1qdx

� �cot3 x

3
� cotx� x� c

3 Calcular

»
tan3 xdx

Resolución
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»
tan3 xdx �

»
tanx tan2 xdx

�
»
tanxpsec2 x� 1qdx

�
»
ptanx sec2 x� tanxqdx

� tan2 x

2
� ln | cosx| � c

2.3. Integrales de la forma:
³
secn xdx o

³
cscn xdx, con n

entero par positivo.

Si n es un entero par positivo, entonces n � 2k, luego escribiremos:

secn x � sec2k x � sec2k�2 sec2 x � p1� tan2 xqk�1 sec2 x

cscn x � csc2k x � csc2k�2 csc2 x � p1� cot2 xqk�1 csc2 x

Nota 1 Cuando n es un entero impar positivo, se usara el método de integración por

partes, expuesto posteriormente.

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Calcular

»
sec6 xdx

Resolución»
sec6 xdx �

»
sec4 x sec2 xdx

�
»
p1� tan2 xq2 sec2 xdx

�
»
psec2 x� 2 tan2 x sec2 x� tan4 x sec2 xqdx

� tanx� 2

3
tan3 x� 1

5
tan5 x� c

2 Calcular

»
csc4 xdx

Resolución

95



»
csc4 xdx �

»
csc2 x csc2 xdx

�
»
p1� cot2 xq csc2 xdx

�
»
pcsc2 x� cot2 x csc2 xqdx

� � cotx� cot3 x

3
� c

2.4. Integrales de la forma:
»
tanm x secn xdx o

»
cotm x cscn xdx

Se tiene los siguientes casos:

n entero par positivo y m cualquiera

tanm x secn x � tanm x sec2k x

� tanm x sec2k�2 x sec2 x

� tanm xp1� tan2 xqk�1 sec2 x

n entero par positivo y m cualquiera

cotm x cscn x � cotm x csc2k x

� cotm x csc2k�2 x csc2 x

� cotm xp1� cot2 xqk�1 csc2 x

m entero impar positivo y n cualquiera

tanm x secn x � ptan2k�1 xq secn x
� tan2k x secn�1 xptanx secxq
� psec2 x� 1qkpsecn�1 xqptanx secxq

m entero impar positivo y n cualquiera

cotm x cscn x � pcot2k�1 xq cscn x
� cot2k x cscn�1 xpcotx cscxq
� pcsc2 x� 1qkpcscn�1 xqpcotx cscxq
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Nota:

En el caso particular de que sea m par y n impar, la solución es determinada mediante

el método de integración por partes.�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1

»
tan7 x sec4 xdx

Resolución»
tan7 x sec4 xdx �

»
tan7 x sec2 x sec2 xdx �

»
tan7 xp1� tan2 xq sec2 xdx

�
»
ptan7 x sec2 x� tan9 x sec2 xqdx

� 1

8
tan8 x� 1

10
tan10 x� c

2

»
cot3 x csc5 xdx

Resolución»
cot3 x csc5 xdx �

»
cot2 x csc4 xpcotx cscxqdx

�
»
pcsc2 x� 1q csc4 xpcotx cscxqdx

�
» �

csc6 xpcotx cscxq � csc4 xpcotx cscxq� dx
� �1

7
csc7 x� 1

5
csc5 x� c

3 I �
»

tan3 4x � sec9{2 4x dx

Solución

I �
»

tan2 4x � sec7{2 4x � tan 4x � sec 4x dx

�
» �

sec2 4x� 1
�
sec7{2 4x � tan 4x � sec 4x dx

�
»

sec11{2 4x � tan 4x � sec 4x dx

�
»

sec7{2 4x � tan 4x � sec 4x dx

� 1

4

�
sec13{2 4x
13{2



� 1

4

�
sec9{2 4x

9{2


� C

� sec13{2 4x
26

� sec9{2 4x
18

� C
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4 I �
» ?

2 � dx
cos3 x � ?sen 2x

Solución

I �
» ?

2 � dx
cos3 x � ?2 senx cosx

�
» ?

2 � dx?
2 � cos3 x � sen1{2 x � cos1{2 x

�
»

1

cos7{2 x � sen1{2 x
dx

�
»

sen2 x� cos2 x

cos2 x � cos3{2 x � sen1{2 x
dx

�
»
sen2�1{2 x � sec2 x

cos3{2 x
dx�

»
cos2�3{2 x � sec2 x

sen1{2 x
dx

�
»
sen3{2 x � sec2 x

cos3{2 x
dx�

»
cos1{2 x � sec2 x

sen1{2 x
dx

�
»
tan3{2 x � sec2 xdx�

»
cot1{2 x � sec2 xdx

�
»
tan3{2 x � sec2 xdx�

»
1

tan1{2 x
� sec2 xdx

�
»
tan3{2 x � sec2 xdx�

»
tan�1{2 x � sec2 xdx

� 2

5
tan5{2 x� 2 tan1{2 x� C

� 2

5

?
tanx � tan2 x� 2

?
tanx� C

� 2

5

�?
tanx

�
tan2 x� 5

��� C
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�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

1

»
cot3 2xdx � �1

4
cot2 2x� 1

2
ln | sen 2x| � c

2

»
sec4

x

2
dx � 2

3
tan3 x

2
� 2 tan

x

2
� c

3

»
tan5 3xdx � 1

12
tan4 3x� 1

6
tan2 3x� 1

3
ln | sec 3x| � c

4

»
tan6 xdx � 1

5
tan5 x� 1

3
tan3 x� tanx� x� c

5

»
cot3 x csc3 xdx � 1

5
csc5 x� 1

3
csc3 x� c

Resolución

6

»
tan4 x sec4 xdx � 1

7
tan7 x� 1

5
tan5 x� c
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7

»
tan5 x sec3 xdx � 1

7
sec7 x� 2

5
sec5 x� 1

3
sec3 x� c

8

»
tan6 x sec4 xdx � 1

9
tan9 x� 1

7
tan7 x� c

9

»
tan4 x sec6 xdx � 1

9
tan9 x� 2

7
tan7 x� 1

5
tan5 x� c

10

»
tan3 x sec5{2 xdx � 2

9
sec9{2 x� 2

5
sec5{2 x� c

Resolución
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Caṕıtulo 3

Métodos de Integración

3.1. Integración por partes

El método de integración por partes es de mucha utilidad en la practica, cuyo pro-

cedimiento es de la siguiente manera: Consideremos u � fpxq y v � gpxq dos funciones

diferenciables en la variable x. De la fórmula para la diferencial de un producto de dos

funciones se tiene:

dpuvq � udv � vdu

udv � dpuvq � vdu

integrando ambos lados de la igualdad,

»
udv � uv �

»
vdu (3.1)

La ecuación (3.1) se conoce como la ”Fórmula para la integración por partes”

La fórmula de integración por partes es una herramienta útil en cálculo integral. Aqúı

está su explicación de manera más organizada:

1. Descomposición del Integrando: Para aplicar la fórmula de integración por par-

tes, primero debemos descomponer el integrando en dos partes: puq y pdvq. Elegimos

puq de tal manera que sea fácil de derivar y pdvq de tal manera que sea fácil de in-

tegrar.
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2. Elección de puq y pdvq:

aq En general, es recomendable elegir puq de tal manera que su derivada pduq sea
más simple que la función original.

bq Por otro lado, elegimos pdvq de tal manera que su integral pvq sea fácil de

calcular.

3. Situaciones Comunes: La fórmula de integración por partes se utiliza con fre-

cuencia cuando el integrando tiene:

aq Un producto de funciones.

bq Logaritmos.

cq Funciones trigonométricas inversas (como parcsinpxqq, parc cospxqq, parctanpxqq,
etc.).

En resumen, la integración por partes nos permite simplificar integrales más complejas

al intercambiar la derivación y la integración entre dos partes del integrando.�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1

»
x cosxdx

Resolución

Sean

u � xÑ du � dx

dv � cosxdxÑ v � senx

entonces según la formula 3.1, se tiene que:

»
x cosxdx � x senx�

»
senxdx � x senx� cosx� c

Téngase en cuenta que al hacer la sustitución

u � cosxÑ du � � senxdx

dv � xdxÑ v � 1

2
x2
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entonces

»
x cosxdx � 1

2
x2 cosx � 1

2

»
x2 senxdx. Pero evaluar

»
x2 senxdx es mas

dif́ıcil que evaluar

»
x cosxdx. De ah́ı que la elección de los factores, en este caso,

no es conveniente.

2

»
x2 lnxdx

Resolución

Sean

u � lnxÑ du � dx

x

dv � x2dxÑ v � x3

3

Luego, reemplazando en la formula»
x2 lnxdx � x3

3
lnx�

»
x3

3

dx

x
� x3

3
lnx� 1

3

»
x2dx � x3

3
lnx� x3

9
� c

3

»
x3ex

2

dx

Resolución

Sean

u � x2 Ñ du � 2xdx

dv � xex
2

dxÑ v � 1

2
ex

2

»
x3ex

2

dx � 1

2
x2ex

2 �
»
xex

2

dx � 1

2
x2ex

2 � 1

2
ex

2 � c

4

»
sec3 xdx

Resolución

Hacemos que:

»
sec3 xdx �

»
secx sec2 xdx

Sean

u � secxÑ du � secx tanxdx

dv � sec2 xÑ v � tanx
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reemplazando en la fórmula:

»
sec3 xdx � secx tanx�

»
secx tan2 xdx

� secx tanx�
»
secxpsec2 x� 1qdx

� secx tanx�
»
sec3 xdx�

»
secxdx

Agrupando adecuadamente:

2

»
sec3 xdx � secx tanx�

»
secxdx

Entonces:

»
sec3 xdx � 1

2
rsecx tanx� ln | secx� tanx|s � c

5 I �
»
x ln

�
1� x

1� x



dx

Resolución


 u � ln

�
1� x

1� x



ñ du � �2dx

1� x2


 dv � xdxñ v � x2

2

I �
»
x ln

�
1� x

1� x



dx

� x2

2
ln

�
1� x

1� x



�
»
x2

2

� �2
1� x2



dx

� x2

2
ln

�
1� x

1� x



�
»
x2 � 1� 1

1� x2
dx

� x2

2
ln

�
1� x

1� x



�
»

1

x2 � 1
dx�

»
dx

� x2

2
ln

�
1� x

1� x



� 1

2
ln

�
1� x

1� x



� x� C

� x2 � 1

2
ln

�
1� x

1� x



� x� C
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6 I �
»
expx2 � 1q
px� 1q2 dx

Resolución

I �
»
expx2 � 1q
px� 1q2 dx �

»
x2 � 1

x2 � 2x� 1
exdx

�
»
x2 � 2x� 1� 2x

x2 � 2x� 1
exdx

�
» �

1� 2x

px� 1q2


exdx

�
»
exdx� 2

»
ex
�
x� 1� 1

px� 1q2


dx

� ex � 2

»
exdx

x� 1
� 2

»
ex

px� 1q2dx


 u � ex ñ du � exdx


 dv � 1

px� 1q2dxñ v � �1
x� 1

I � ex � 2

»
exdx

x� 1
� 2

�
ex

x� 1



� 2

»
exdx

x� 1
dx

� ex � 2ex

x� 1
� C

7 I �
»
x cosx

sen2 x
dx

Resolución

Sea:


 u � xñ du � dx


 dv � cosx

sen2 x
dxñ v � �1

senx
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I �
»
x cosx

sen2 x
dx � �x

senx
�
»

dx

senx

� �x
senx

�
»
cscxdx

� �x
senx

� ln | cscx� cotx | �C

� �x
senx

� ln | tan x

2
| �C

8 I �
»
x2 lnpx6 � 1qdx

Resolución

Sea:


 u � lnpx6 � 1q ñ du � 1

x6 � 1
� 6x5dx


 dv � x2dxñ v � x3

3

I � x3

3
lnpx6 � 1q � 2

»
x8

x6 � 1
dx

� x3

3
lnpx6 � 1q � 2

»
x8 � x2 � x2

x6 � 1
dx

� x3

3
lnpx6 � 1q � 2

»
x2dx� 2

»
x2dx

px3q2 � 1
dx

� x3

3
lnpx6 � 1q � 2

3
x3 � 1

3
ln | x

3 � 1

x3 � 1
| �C

� x3

3
lnpx6 � 1q � 2

3
x3 � 1

3
ln | x

3 � 1

x3 � 1
| �C

9 I �
»

x lnx

px2 � 1q3{2dx

Resolución

Sea:


 u � lnxñ du � 1

x
dx


 dv � x

px2 � 1q3{2dxñ v � �1?
x2 � 1

106



I � � lnx?
x2 � 1

�
»

dx

x
?
x2 � 1

� � lnx?
x2 � 1

� arc sec | x | �C

10 I �
» px2 � 1qex

px� 1q2 dx

Resolución

I �
» px2 � 1qex
x2 � 2x� 1

dx �
» �

x2 � 1

x2 � 2x� 1



exdx

�
» �

1� 2x

px� 1q2


exdx

�
»
exdx� 2

»
xex

px� 1q2dx

� ex � 2

»
xex

px� 1q2dx


 u � xex ñ du � ex � xexdx


 dv � 1

px� 1q2dxñ v � �1
x� 1

I � ex � 2

��xex
x� 1

�
» px� 1qex

px� 1q dx




� ex � 2

��xex
x� 1

�
»
exdx




� ex � 2xex

x� 1
� 2ex � C

� 2x

x� 1
ex � ex � C

�
�
2x� x� 1

x� 1



ex � C

� x� 1

x� 1
ex � C

11 I �
»
arctanx

x2
dx

Resolución
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Sea:


 u � arctanxñ du � 1

1� x2
dx


 dv � x�2dxñ v � �1
x

I � � arctanx

x
�
»

dx

xpx2 � 1q
� � arctanx

x
�
»
x2 � 1� x2

xpx2 � 1q dx

� � arctanx

x
�
»

x2 � 1

xpx2 � 1qdx�
»

x2

xpx2 � 1qdx

� � arctanx

x
�
»
dx

x
�
»

x

x2 � 1
dx

� � arctanx

x
� lnx� 1

2
ln | x2 � 1 | �C

� � arctanx

x
� lnx� ln |

?
x2 � 1 | �C

� � arctanx

x
� ln

�
x?

x2 � 1



� C

12 I �
»
xn lnxdx n � �1

Resolución

Sea:


 u � lnxñ du � dx

x


 dv � xndxñ v � xn�1

n� 1

I � xn�1

n� 1
lnx�

»
xn�1

n� 1
� dx
x

� xn�1

n� 1
lnx� 1

n� 1

»
xndx

� xn�1

n� 1
lnx� 1

n� 1

�
xn�1

n� 1



� C

� xn�1

n� 1
lnx� xn�1

pn� 1q2 � C

13 I �
» ?

x ln2 xdx

Resolución
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Sea:


 u � ln2 xñ du � 2 lnx
dx

x


 dv � x1{2dxñ v � 2

3
x3{2

I � 2

3
x3{2 ln2 x� 2

3

»
x3{2 � 2 lnx � dx

x

� 2

3
x3{2 ln2 x� 4

3

»
x1{2 lnxdx

Sea:


 u � lnxñ du � dx

x


 dv � x1{2dxñ v � 2

3
x3{2

I � 2

3
x3{2 ln2 x� 4

3
� 2
3
x3{2 lnx� 8

9

»
x3{2dx

x

� 2

3
x3{2 ln2 x� 8

9
x3{2 lnx� 8

9

»
x1{2dx

� 2

3
x3{2 ln2 x� 8

9
x3{2 lnx� 8

9
� 2
3
x3{2 � C

� 2

3
x3{2 ln2 x� 8

9
x3{2 lnx� 16

27
x3{2 � C

14 I �
»
arc senx

x2
dx

Resolución

Sea:


 u � arc senx 
 dv � x�2dx

du � 1?
1� x2

dx v � �1

x

I � � arc senx

x
�
»

dx

x
?
1� x2

� � arc senx

x
�
»

xdx

x2
?
1� x2
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Sea:


 u � ?
1� x2 ùñ x2 � 1� u2

u2 � 1� x2

2udu � �2xdx
�udu � xdx

I � � arc senx

x
�
»

udu

p1� u2qu
� � arc senx

x
�
»

du

u2 � 1

� �1

x
arc senx� 1

2
ln

����u� 1

u� 1

����� C

� �1

x
arc senx� 1

2
ln

����
?
1� x2 � 1?
1� x2 � 1

����� C

15 I �
»
lnx?
x
dx

Resolución

Por partes, sea:


 u � lnx 
 dv � x�1{2dx

du � 1

x
dx v � 2

?
x

I � 2
?
x lnx� 2

» ?
x

x
dx

� 2
?
x lnx� 2

»
x�1{2dx

� 2
?
x lnx� 4

?
x� C

16 I �
»
lnx

x3
dx

Resolución

Por partes, sea:


 u � lnx 
 dv � x�3dx

du � 1

x
dx v � �x�2

2
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I � � lnx

2x2
� 1

2

»
dx

x � x2
dx

� � lnx

2x2
� 1

2

»
x�3dx

� � lnx

2x2
� 1

2

�
x�2

�2


� C

� � lnx

2x2
� 1

4x2
� C

� � 1

4x2
p2 lnx� 1q � C

17 I �
»
px2 � 2x� 3q lnxdx

Resolución

Por partes, sea:


 u � lnx 
 dv � px2 � 2x� 3qdx
du � 1

x
dx v � x3

3
� x2 � 3x

I �
�
x3

3
� x2 � 3x



lnx� 1

3

» px3 � 3x2 � 9xq
x

dx

�
�
x3

3
� x2 � 3x



lnx� 1

3

»
px2 � 3x� 9qdx

�
�
x3

3
� x2 � 3x



lnx� 1

3

�
x3

3
� 3x2

2
� 9x



� C

�
�
x3

3
� x2 � 3x



lnx� x3

9
� x2

2
� 3x� C

18 I �
»
senplnxqdx

Resolución

Por partes, sea:


 u � senplnxq 
 dv � dx

du � cosplnxq1
x
dx v � x
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I � x senplnxq �
»
x cosplnxq

x
dx

� x senplnxq �
»
cosplnxqdx


 u � cosplnxq 
 dv � dx

du � � senplnxq1
x
dx v � x

I � x senplnxq � x cosplnxq �
»
x senplnxq

x
dx

� x senplnxq � x cosplnxq �
»
senplnxqdx

2I � x senplnxq � x cosplnxq � C

I � x

2
psenplnxq � cosplnxqq � C

19 I �
»
ln2 xdx

Resolución

Por partes, sea:


 u � ln2 x 
 dv � dx

du � 2 lnpxq � 1
x
dx v � x

I � x ln2 x� 2

»
lnxdx


 u � lnx 
 dv � dx

du � 1

x
dx v � x

I � x ln2 x� 2x lnx� 2

»
dx

� x ln2 x� 2x lnx� 2x� C

20 I �
»
lnpsenxq
cos2 x

dx

Resolución
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I �
»
lnpsenxq � sec2 xdx

Por partes, sea:


 u � lnpsenxq 
 dv � sec2 xdx

du � 1

senx
� cosxdx v � tanx

I � tanx � lnpsenxq �
»
tanx � cosx

senx
dx

� tanx � lnpsenxq �
»
senx

cosx
� cosx
senx

dx

� tanx � lnpsenxq �
»
dx

� tanx � lnpsenxq � x� C

21 I �
»
lnpx� 1q?

x� 1
dx

Resolución


 z � ?
x� 1 ùñ z2 � x� 1

ùñ 2zdz � dx

I �
»
ln z2

z
� 2zdz

� 2

»
ln z2 � dz

� 4

»
ln z � dz

Por partes, sea:


 u � lnpzq 
 dv � dz

du � dz

z
v � z
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I � 4z ln z � 4

»
zdz

z

� 4z ln z � 4

»
dz

� 4z ln z � 4z � C

� 4
?
x� 1 � lnp?x� 1q � 4

?
x� 1� C

� 4
?
x� 1

�
1

2
lnpx� 1q � 1



� C

22 I �
»
x lnpx�?

1� x2q?
1� x2

dx

Resolución

Por partes, sea:


 u � lnpx�?
1� x2q

du � 1

x�?
1� x2

�
1� 1

2
p1� x2q�1{2 � 2x



dx

du � 1� x{?1� x2

x�?
1� x2

dx

du �
?
1� x2 � x

px�?
1� x2q � ?1� x2

dx

du � dx?
1� x2


 dv � xdx?
1� x2

ùñ v � ?
1� x2

I �
?
1� x2 � lnpx�

?
1� x2q �

» ?
1� x2

?
1� x2

dx

�
?
1� x2 � lnpx�

?
1� x2q �

»
dx

�
?
1� x2 � lnpx�

?
1� x2q � x� C

23 I �
» ?

a� x2 � dx

Resolución

Por partes, sea:


 u � ?
a� x2 
 dv � dx

du � xdx?
a� x2

v � x
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I � x
?
a� x2 �

»
x2dx?
a� x2

� x
?
a� x2 �

» px2 � a� aqdx?
a� x2

� x
?
a� x2 �

»
a� x2

?
a� x2

dx�
»

a?
a� x2

dx

� x
?
a� x2 �

» pa� x2q?a� x2

a� x2
dx� a

»
dx?
a� x2

� x
?
a� x2 �

» ?
a� x2dx� a

»
dx?
a� x2

2I � x
?
a� x2 � a ln

���x�?
a� x2

���� C

I � 1

2

�
x
?
a� x2 � a ln

���x�?
a� x2

���	� C

24 I �
»

x2

?
9� x2

� dx

Resolución

Por partes, sea:


 u � x 
 dv � x?
9� x2

dx

du � dx v � �?9� x2

I � �x
?
9� x2 �

» ?
9� x2 � dx

� �x
?
9� x2 �

»
9� x2

?
9� x2

� dx

� �x
?
9� x2 � 9

»
dx?
9� x2

�
»

x2dx?
9� x2

2I � �x
?
9� x2 � 9 arc sen

x

3
� C

I � 1

2

�
9 arc sen

x

3
� x

?
9� x2

	
� C

25 I �
»
ln plnxq

x
� dx

Resolución

Por partes, sea:


 u � lnplnxq 
 dv � dx

x

du � 1

lnx
� 1
x
� dx v � lnx
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I � lnx � lnplnxq �
»

lnpxq
x lnpxq � dx

� lnx � lnplnxq �
»
dx

x

� lnx � lnplnxq � lnx� C

� lnx rlnplnxq � 1s � C

26 I �
»
sec3 x � dx

Resolución

I �
»
secx � sec2 x � dx

Por partes, sea:


 u � secx 
 dv � sec2 x dx

du � secx � tanx dx v � tanx

I � secx � tanx�
»
secx � tan2 x dx

� secx � tanx�
»
secx � psec2 x� 1q dx

� secx � tanx�
»
sec3 x dx�

»
secx dx

2I � secx � tanx�
»
secx dx

I � 1

2
psecx � tanx� ln |secx� tanx|q � C

27 I �
»
e2x senx � dx

Resolución

Por partes:


 u � e2x 
 dv � senx dx

du � 2e2x dx v � � cosx

I � �e2x cosx� 2

»
e2x cosxdx
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 u � e2x 
 dv � cosx dx

du � 2e2x dx v � senx

I � �e2x cosx� 2e2x senx� 4

»
e2x senxdx

5I � �e2x cosx� 2e2x senx� C

I � 1

5
e2x p2 senx� cosxq � C

28 I �
»
e1{x

x3
� dx

Resolución

Hacemos un cambio de variable :


 z � 1

x
ùñ dz � �dx

x2
ùñ �x2dz � dx

reemplazando a la integra se tiene

I �
»
ezp�x2dzq

1

z
� x2

�
»
zezdz

Por partes:


 u � z 
 dv � ezdz

du � dz v � ez

I � zez �
»
ezdz

� zez � ez � C

� e1{x
�
1

x
� 1



� C
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�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

1

»
xn lnxdx

2

»
ln3 x

x2
dx

3

»
x3 ln2 xdx

4

»
ln2 xdx

5

»
x lnx

p1� x2q1{2dx

Resolución
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6

»
x lnp1� x

1� x
qdx

7

»
lnx

x3
dx

8

»
lnplnxq

x
dx

9

»
px2 � 2x� 5qexdx

Resolución

3.2. Integración por sustitución Trigonométrica

Cuando el integrando contiene expresiones de la forma:
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función

» ?
a2 � u2 � du

Triángulo a construir

θ

ua

?
a2 � u2

Sustitución
u

a
� sen θ

u � a sen θ

du � a cos θdθ

» ?
u2 � a2 � du

θ

?
u2 � a2u

a

u

a
� sec θ

u � a sec θ

du � a sec θ tan θdθ

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Evaluar la integral

»
x2

?
16� x2

dx

Solución

Hacemos x � 4 sen θ ùñ sen θ � x

4
:

Luego trazamos un triángulo rectángulo.

»
x2

?
16� x2

dx �
» p4 sen θq2p4 cos θdθqa

16� p4 sen θq2
� 16

»
sen2 θdθ

� 16

»
1� cos 2θ

2
dθ

� 8pθ � sen θ cos θq � c

� 8

�
arc sen

�x
4

	
� x

?
16� x2

16



� c

2 Calcular:

»
x2

?
x2 � 9

dx

Solución

Hacemos x � 3 tan θ ùñ tan θ � x

3
Luego trazamos un triangulo rectángulo, tal como se muestra en la figura.
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» ?
u2 � a2 � du

θ

u
?
u2 � a2

a

u

a
� tan θ

u � a tan θ

du � a sec2 θdθ

x � 4 sen θ

dx � 4 cos θdθ


 4 cos θ � ?
16� x2

θ

x4

?
16� x2

»
x2

?
x2 � 9

dx �
» p3 tan θq2p3 sec2 θdθqap3 tan θq2 � 9

� 9

»
tan2 θ sec θdθ

� 9

»
psec2 θ � 1q sec θdθ

� 9

»
psec3 θ � sec θqdθ

� 9

2
tan θ sec θ

� x
?
x2 � 9

2

3 Calcular el valor de la integral:

»
x2

?
x2 � 16

Solución

Hacemos x � 4 sec θ ùñ sec θ � x

4
.

Luego trazamos un triangulo rectángulo, tal como se muestra en la figura.

»
x2

?
x2 � 16

�
» p16 sec2 θqp4 sec θ tan θdθq?

16 sec2 θ � 16

� 16

»
sec3 θdθ

� 8 sec θ tan θ � 8 ln | sec θ � tan θ| � c

� 8
�x
4

	
� 8 ln

����x4 �
?
x2 � 16

4

����� c

� 2x� 8 ln |x�?
x2 � 16| � c

4 I �
»

x2

?
1� x2

dx
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x � 3 tan θ

dx � 3 sec2 θdθ


 3 tan θ � x
θ

x
?
9� x2

3

x � 4 sec θ

dx � 4 sec θ � tan θdθ


 4 tan θ � ?
16� x2

θ

?
x2 � 16x

4

Solución Sea:

x � sen θ ùñ dx � cos θdθ

θ
x1

?
1� x2


 cos θ � ?
1� x2

Reemplazando se tiene:

I �
»
sen2 θ

cos θ
� cos θdθ �

»
sen2 θdθ

�
» �

1� cos 2θ

2



dθ

� 1

2
pθ � sen 2θq � C

� 1

2
parc senx� 2 sen θ cos θq � C

� 1

2

�
arc senx� 2x

?
1� x2

	
� C

5 I �
» ?

4� x2 dx

Solución

Sea: x � 2 tan θ ùñ dx � 2 sec2 θdθ

θ
x

?
x2 � 4

2
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 2 sec θ � ?
x2 � 4

Reemplazando se tiene:

I �
»
2 sec θ � 2 sec2 θdθ � 4

»
sec θ � sec2 θdθ


 u � sec θ ñ du � sec θ tan θdθ


 dv � sec2 θdθ ñ v � tan θ

I � 4 tan θ sec θ � 4

»
sec θ � tan2 θdθ

� 4 tan θ sec θ � 4

»
sec θpsec2 θ � 1qdθ

� 4 tan θ sec θ � 4

»
sec3 θdθ � 4

»
sec θdθ

5I � 4 tan θ sec θ � 4

»
sec θdθ

I � 4

5
tan θ sec θ � 4

5
ln |sec θ � tan θ| � C

� 4

5
x
?
4� x2 � 4

5
ln

����
?
4� x2

2
� x

2

����� C

6 I �
»

dx?
x2 � 4

Solución

Sea: x � 2 tan θ ùñ dx � 2 sec2 θdθ

θ
x

?
x2 � 4

2


 2 sec θ � ?
x2 � 4

Reemplazando se tiene:

I �
»
2 sec2 θdθ

2 sec θ
�

»
sec θdθ

� ln | sec θ � tan θ| � C

� ln

����
?
x2 � 4� x

2

����� C
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7 I �
»

dx?
x2 � 36

Solución Sea:

x � 6 sec θ ùñ dx � 6 sec θ tan θdθ

θ

?
x2 � 36x

6


 6 tan θ � ?
x2 � 36

Reemplazando se tiene:

I �
»
6 sec θ tan θ

6 tan θ
dθ �

»
sec θdθ

� ln | sec θ � tan θ| � C

� ln

����x�
?
x2 � 4

6

����� C

8 I �
»

dx

p25� x2q3{2

Solución

Sea: x � 5 sen θ ùñ dx � 5 cos θdθ

θ
x5

?
25� x2


 5 cos θ � ?
25� x2

Reemplazando se tiene:

I �
»
5 cos θdθ

53 cos3 θ
� 1

25

»
1

cos2 θ
dθ

� 1

25

»
sec2 θdθ

� 1

25
tan θ � C

� 1

25

�
x?

25� x2



� C

124



9 I �
»

dx

x2
?
x2 � 4

Solución

Sea: x � 2 tan θ ùñ dx � 2 sec2 θdθ

θ
x

?
x2 � 4

2


 2 sec θ � ?
x2 � 4

Reemplazando se tiene:

I �
»

2 sec2 θ

4 tan2 θ � 2 sec θdθ � 1

4

»
sec θ

tan2 θ
dθ

� 1

4

» 1

cos θ
sen2 θ

cos2 θ

dθ

� 1

4

»
cos θ

sen2 θ
dθ

� �1

4
� 1

sen θ
� C

� �1

4

�?
x2 � 4

4



� C

10 I �
»

dx

x2
?
4� x2

Solución

Sea: x � 2 sen θ ùñ dx � 2 cos θdθ

θ

x2

?
4� x2


 2 cos θ � ?
4� x2
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Reemplazando se tiene:

I �
»

2 cos θdθ

4 sen2 θ � 2 cos θ � 1

4

»
1

sen2 θ
dθ

� 1

4

»
csc2 θdθ

� �1

4
cot θ � C

� �1

4

�?
4� x2

x



� C

11 I �
» ?

a2 � x2dx

Solución

Sea: x � a tan θ ùñ dx � a sec2 θdθ

θ

x
?
a2 � x2

a


 a sec θ � ?
a2 � x2

Reemplazando se tiene:

I �
»
a sec θ � sec2 θdθ � a2

»
sec2 θ sec θdθ


 u � sec θ ñ du � sec θ tan θdθ


 dv � sec2 θdθ ñ v � tan θ
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I � a2 tan θ sec θ � a2
»
sec θ � tan2 θdθ

� a2 tan θ sec θ � a2
»
sec θpsec2 θ � 1qdθ

� a2 tan θ sec θ � a2
»
sec3 θdθ � a2

»
sec θdθ

p1� a2qI � a2 tan θ sec θ � a2
»
sec θdθ

I � a2

1� a2
tan θ sec θ � a2

1� a2
ln |sec θ � tan θ| � C

� a2

1� a2

�
x
?
a2 � x2 � ln

����
?
a2 � x4 � x

a
�
����


� C

12 I �
»

dx

x2
?
5� x2

Solución

Sea: x � ?
5 sen θ ùñ dx � ?

5 cos θdθ

θ

x
?
5

?
5� x2


 ?
5 cos θ � ?

5� x2

Reemplazando se tiene:

I �
» ?

5 cos θdθ

5 sen2 θ � ?5 cos θ
� 1

5

»
1

sen2 θ
dθ

� 1

5

»
csc2 θdθ

� �1

5
cot θ � C

� �1

5

�?
5� x2

x



� C

13 I �
»

dx

x
?
4x2 � 9

Solución
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Sea: 2x � 3 tan θ ùñ dx � 3

2
sec2 θdθ

θ

2x
?
4x2 � 9

3


 3 sec θ � ?
x2 � 9

Reemplazando se tiene:

I �
» 3

2
sec2 θdθ

3

2
tan θ � sec θ

� 1

3

»
sec θ

tan θ
dθ

� 1

3

»
1{ cos θ

sen θ{ cos θdθ

� 1

3

»
csc θdθ

� 1

3
ln | csc θ � cot θ| � C

� 1

3
ln

����
?
4x2 � 9� 3

2x

����� C

14 I �
»

sec2 xdx

p4� tan2 xq3{2

Solución

Sea: tanx � 2 sen θ ùñ sec2 xdx � 2 cos θdθ

θ

tanx2

?
4� tan2 x


 2 cos θ �
?
4� tan2 x
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Reemplazando se tiene:

I �
»

2 cos θdθ

23 � cos3 θ � 1

4

»
1

cos2 θ
dθ

� 1

4

»
sec2 θdθ

� 1

4
tan θ � C

� 1

4

�
tanx?

4� tan2 x



� C

15 I �
»

e�xdx

p9e�2x � 1q3{2

Solución

I � �
» �e�xdx

pp3e�xq2 � 1q3{2

Sea: 3e�x � tan θ ùñ �e�xdx � 1

3
sec2 θdθ

θ

3e�x
?
9e�2x � 1

1


 sec θ � ?
9e�2x � 1

Reemplazando se tiene:

I � �
» 1

3
sec2 θdθ

sec3 θ
� �1

3

»
1

sec θ
dθ

� �1

3

»
cos θdθ

� �1

3
sen θ � C

� �1

3

�
3e�x

?
9e�2x � 1



� C

� �e�x

?
9e�2x � 1

� C

16 I �
» p16� 9x2q3{2 dx

x6
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Solución

I �
» p42 � p3xq2q3{2 dx

x6

Sea: 3x � 4 sen θ ùñ dx � 4

3
cos θdθ

θ

3x4

?
16� 9x2


 4 cos θ � ?
16� 9x2

Reemplazando se tiene:

I �
» p4 cos θq3�

4
3
sen θ

�6 � 43 cos θdθ

� 35

42

»
cos4 θ

sen6 θ
dθ

� 35

16

»
cot θ csc θdθ

� 35

16

�� cot5 θ

5



� C

� � 35

16p5q
�?

16� 9x2

3x


5

� C

� � 1

80
� p16� 9x2q5{2

x5
� C

17 I �
»

dx

px� 1q3 � ?x2 � 2x

Solución

I �
»

dx

px� 1q3 � ?x2 � 2x� 1� 1

I �
»

dx

px� 1q3 �apx� 1q2 � 1
Sea: x� 1 � sec θ ùñ dx � sec θ tan θdθ

θ

apx� 1q2 � 1x� 1

1
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 tan θ �apx� 1q2 � 1

Reemplazando se tiene:

I �
»

sec θ tan θ

sec3 θ tan θ
dθ

�
»

1

sec2 θ
dθ

�
»
cos2 θdθ

�
» �

1� cos 2θ

2



dθ

� 1

2

»
p1� cos 2θq dθ

� 1

2

�
θ � sen 2θ

2



� C

� 1

2
parc secpx� 1q � sen θ cos θq � C

� 1

2

�
arc secpx� 1q �

apx� 1q2 � 1

px� 1q2
�
� C
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�



�
	Ejercicios Propuestos

1

»
x2

p16� x2q3{2dx

2

» ?
4� x2

x6
dx

3

» ?
25� x2

x
dx

4

» p16� 9x2q3{2
x6

dx

5

»
x2
?
16� x2dx

6

»
1�?

x2 � 1

px2 � 1q3{2 dx

7

»
x2
?
4� x2dx

8

»
x2

?
21� 4x� x2

dx

Resolución
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9

» ?
x2 � 1

x
dx

10

»
dx

px2 � 5q3{2

11

» ?
x2 � 16

x
dx

12

» px� 1qdx?
9� x2

13

» ?
x2 � 8

x4
dx

14

» ?
x2 � 2x

x
dx

15

»
dx

x2
?
1� x2

16

»
x3dx?
4� x2

Resolución
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3.3. Integración de Funciones Racionales

Cuando la función a integrar es de la forma Hpxq � P pxq
Qpxq , donde P pxq y Qpxq son

polinomios tales que el grado de P pxq es menor que el grado de Qpxq, entonces se procede
a integrar Hpxq descomponiendo previamente en fracciones parciales, como se muestra en

los ejemplos siguientes:�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1

»
xdx

x2 � 3x� 4

Resolución

Como los factores del denominador Qpxq � x2� 3x� 4 � px� 4qpx� 1q son lineales

y distintos, entonces:

x

px� 4qpx� 1q �
A

x� 4
� B

x� 1
� pA�Bqx� pA� 4Bq

px� 4qpx� 1q

Entonces

$&
% A�B � 1

A� 4B � 0
Ñ A � 4

5
^ B � 1

5
, luego reemplazando estos valores se

tiene »
xdx

x2 � 3x� 4
�
»
p 4{5
x� 4

� 1{5
x� 1

qdx

� 4

5
ln |x� 4| � 1

5
ln |x� 1|

� 1

5
ln |px� 4q4px� 1q| � c

2

»
3x2 � 5x

x3 � x2 � x� 1
dx

Resolución

Factorizando el denominador Qpxq � x3 � x2 � x� 1 � px� 1qpx� 1q2, entonces:

3x2 � 5x

px� 1qpx� 1q2 �
A

x� 1
� B

x� 1
� C

px� 1q2 �
pA�Bqx2 � p2A� C �Bqx� A� C

px� 1qpx� 1q2

Entonces

$'''&
'''%

A�B � 3

2A� C �B � 5

A� C � 0

Ñ A � 2, B � 1, C � 2, luego reemplazando estos
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valores se tiene

»
xdx

x3 � x2 � x� 1
�
»
p 2

x� 1
� 1

x� 1
� 2

px� 1q2 qdx

� 2 ln |x� 1| � ln |x� 1| � 2

x� 1

� ln |px� 1q2px� 1q| � 2

x� 1
� c

3

»
x3 � x2 � x� 2

x4 � 3x2 � 2
dx

Resolución

Factorizando el denominador Qpxq � x4 � 3x2 � 2 � px2 � 1qpx2 � 2q, entonces:

x3 � x2 � x� 2

px2 � 1qpx2 � 2q �
Ax�B

px2 � 1
�Cx�D

x2 � 2
� pA� Cqx3 � pB �Dqx2 � p2A� Cqx� 2B �D

px2 � 1qpx2 � 2q

Entonces

$''''''&
''''''%

A� C � 1

B �D � 1

2A� C � 1

2B �D � 2

ùñ

$''''''&
''''''%

A � 0

B � 1

C � 1

D � 0

luego reemplazando estos valores se tiene

»
x3 � x2 � x� 2

x4 � 3x2 � 2
dx �

»
p 1

x2 � 1
� x

x2 � 2
qdx

� arctanx� 1

2
lnpx2 � 2q � c

4

»
xdx

x2 � 3x� 4

Resolución

Como los factores del denominador

Qpxq � x2 � 3x� 4 � px� 4qpx� 1q
son lineales y distintos, entonces:

x

px� 4qpx� 1q �
A

x� 4
� B

x� 1
� pA�Bqx� pA� 4Bq

px� 4qpx� 1q

135



Entonces

$&
% A�B � 1

A� 4B � 0
ùñ

$'&
'%

A � 4

5

B � 1

5

,

luego reemplazando estos valores se tiene:

»
xdx

x2 � 3x� 4
�
»
p 4{5
x� 4

� 1{5
x� 1

qdx

� 4

5
ln |x� 4| � 1

5
ln |x� 1|

� 1

5
ln |px� 4q4px� 1q| � c

5

»
3x2 � 5x

x3 � x2 � x� 1
dx

Resolución

Factorizando el denominador

Qpxq � x3 � x2 � x� 1 � px� 1qpx� 1q2, entonces:

3x2 � 5x

px� 1qpx� 1q2 � A

x� 1
� B

x� 1
� C

px� 1q2
� pA�Bqx2 � p2A� C �Bqx� A� C

px� 1qpx� 1q2

Entonces

$'''&
'''%

A�B � 3

2A� C �B � 5

A� C � 0

ùñ

$'''&
'''%

A � 2

B � 1

C � 2

,

luego reemplazando estos valores se tiene:

»
xdx

x3 � x2 � x� 1
�
»
p 2

x� 1
� 1

x� 1
� 2

px� 1q2 qdx

� 2 ln |x� 1| � ln |x� 1| � 2

x� 1

� ln |px� 1q2px� 1q| � 2

x� 1
� c

6

»
x3 � x2 � x� 2

x4 � 3x2 � 2
dx

Resolución

Factorizando el denominador

Qpxq � x4 � 3x2 � 2 � px2 � 1qpx2 � 2q, entonces:
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x3 � x2 � x� 2

px2 � 1qpx2 � 2q �
Ax�B

px2 � 1
� Cx�D

x2 � 2

� pA� Cqx3 � pB �Dqx2 � p2A� Cqx� 2B �D

px2 � 1qpx2 � 2q

Entonces

$''''''&
''''''%

A� C � 1

B �D � 1

2A� C � 1

2B �D � 2

ùñ

$''''''&
''''''%

A � 0

B � 1

C � 1

D � 0

luego reemplazando estos valores se tiene:

I �
»
x3 � x2 � x� 2

x4 � 3x2 � 2
dx �

» �
1

x2 � 1
� x

x2 � 2



dx

� arctanx� 1

2
lnpx2 � 2q � c

7

»
2x2 � 3x� 2

x3 � x2 � 2x
dx

Resolución

I �
»

2x2 � 3x� 2

xpx� 2qpx� 1qdx

2x2 � 3x� 2

xpx� 2qpx� 1q �
A

x
� B

x� 2
� C

x� 1

2x2 � 3x� 2 � Apx� 2qpx� 1q �Bxpx� 1q � Cxpx� 2q
$'''&
'''%


 para x � 0 ùñ �2 � �2A ùñ A � 1


 para x � 1 ùñ �3 � 3C ùñ C � �1

 para x � �2 ùñ 12 � 6B ùñ B � 2

Luego reemplazando:

I �
»
dx

x
�
»

2dx

x� 2
�
» �1dx
x� 1

�
»
dx

x
� 2

»
dx

x� 2
�
»

dx

x� 1

� ln | x | �2 ln | x� 2 | � ln | x� 1 | �C
� ln

����xpx� 2q2
x� 1

����� C
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8

»
dx

x2 � 3x� 1

Resolución

I �
»

dx�
x2 � 3x� 9

4



� 9

4
� 1

�
»

dx�
x� 3

2


2

�
�?

5

2


2

1�
x� 3�?

5

2


�
x� 3�?

5

2


 � A

x� 3�?
5

2

� B

x� 3�?
5

2

1 � A

�
x� 3�?

5

2



�B

�
x� 3�?

5

2



$''&
''%


 para x � 3�?
5

2
ùñ 1 � �?5B ùñ B � � 1?

5


 para x � 3�?
5

2
ùñ 1 � ?

5A ùñ A � 1?
5

Luego reemplazando:

I �
»

1{?5dx

x� 3�?
5

2

�
» �1{?5dx

x� 3�?
5

2

� 1?
5

»
dx

x� 3�?
5

2

� 1?
5

»
dx

x� 3�?
5

2

� 1?
5
ln

����x� 3�?
5

2

����� 1?
5
ln

����x� 3�?
5

2

����� C

� 1?
5
ln

����2x� 3�?
5

2x� 3�?
5

����� C

9

»
x� 3

x2 � 3x� 2
dx

Resolución

x� 3

px� 2qpx� 1q �
A

x� 2
� B

x� 1

x� 3 � Apx� 1q �Bpx� 2q$&
% 
 para x � �1 ùñ 2 � B


 para x � �2 ùñ 1 � �A ùñ A � �1
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Luego reemplazando:

I �
» �1dx
x� 2

�
»

2dx

x� 1

� � ln |x� 2| � 2 ln |x� 1| � lnC

� ln

����Cpx� 1q2
x� 2

����

10

»
dx

x3 � 3x2

Resolución
1

x2px� 3q �
A

x
� B

x2
� C

x� 3

1 � Axpx� 3q �Bpx� 3q � Cx2$''''&
''''%


 para x � 0 ùñ 1 � 3B ùñ B � 1

3


 para x � �3 ùñ 1 � 9C ùñ C � 1

9


 para x � 1 ùñ 1 � 4A� 4B � C ùñ A � �1
9

Luego reemplazando:

I �
» �1{9dx

x
�
»
1{3dx
x2

�
»
1{9dx
x� 3

� �1

9

»
dx

x
� 1

3

»
dx

x2
� 1

9

»
dx

x� 3

� �1

9
ln |x| � 1

3x
� 1

9
ln |x� 3| � C

� 1

9
ln

����x� 3

x

����� 1

3x
� C

11

»
x4 � 8

x3 � 2x2
dx

Resolución

Resolviendo por división de polinomios se tiene:

x4 � 8

x3 � 2x2
� x� 2� 4x2 � 8

x2px� 2q �
» �

x� 2� 4x2 � 8

x2px� 2q


dx

I �
»
xdx� 2

»
dx� 4

»
x2 � 2

x2px� 2qdx

I � x2

2
� 2x� 4

»
x2 � 2

x2px� 2qdx
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x2 � 2

x2px� 2q �
A

x
� B

x2
� C

x� 2

x2 � 2 � Axpx� 2q �Bpx� 2q � Cx2$''''&
''''%


 para x � �2 ùñ 2 � 4C ùñ C � 1

2


 para x � 0 ùñ �2 � 2B ùñ B � �1

 para x � 1 ùñ �1 � 3A� 3B � C ùñ A � 1

2

Luego reemplazando:

I � x2

2
� 2x� 4

»
1{2dx
x

� 4

» �1dx
x2

� 4

»
1{2dx
x� 2

� x2

2
� 2x� 2

»
dx

x
� 4

»
x�2dx� 2

»
dx

x� 2

� x2

2
� 2x� 2 ln |x| � 4

x
� 2 ln |x� 2| � C

� x2

2
� 2x� 2 ln |xpx� 2q| � 4

x
� C

12

»
x2 � 3x� 7

p2x� 3qpx� 1q2dx

Resolución

x2 � 3x� 7

p2x� 3qpx� 1q2 �
A

2x� 3
� B

x� 1
� C

px� 1q2
x2 � 3x� 7 � Apx� 1q2 �Bpx� 1qp2x� 3q � Cp2x� 3q$'''&
'''%


 para x � �1 ùñ �3 � C ùñ C � �3

 para x � �3

2
ùñ �1

4
� Ap�1{2q2 ùñ A � �1


 para x � 0 ùñ �7 � A� 3B � 3C ùñ B � 1

Luego reemplazando:

I �
» �1dx
2x� 3

�
»

dx

x� 1
�
» �3dx
px� 1q2

� �
»

dx

2x� 3
�
»

dx

x� 1
� 3

»
px� 1q�2dx

� �1

2
ln |2x� 3| � ln |x� 1| � 3

x� 1
� C

13

»
x4

p1� xq3dx

Resolución
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I �
»

x4

�x3 � 3x2 � 3x� 1
dx

Resolviendo por división de polinomios se tiene:

I �
» �

�x� 3� 6x2 � 8x� 3

p1� xq3


dx

I � �
»
xdx� 3

»
dx�

»
6x2 � 8x� 3

p1� xq3 dx

I � �x2

2
� 3x�

»
6x2 � 8x� 3

p1� xq3 dx

6x2 � 8x� 3

p1� xq3 � A

1� x
� B

p1� xq2 �
C

p1� xq3
6x2 � 8x� 3 � Ap1� xq2 �Bp1� xq � C$'''&
'''%


 para x � 1 ùñ 1 � C ùñ C � 1


 para x � �1 ùñ 17 � 4A� 2B � 1


 para x � 0 ùñ 3 � A�B � 1

Resolviendo los dos últimos ecuaciones se tiene:

A � 6 y B � �4

Luego reemplazando:

I � �x2

2
� 3x�

»
6dx

1� x
�
» �4dx
p1� xq2 �

»
dx

p1� xq3

� �x2

2
� 3x� 6

»
dx

1� x
� 4

»
p1� xq�2dx�

»
p1� xq�3dx

� �x2

2
� 3x� 6 ln |1� x| � 4

1� x
� 1

2p1� xq2 � C

� �x2

2
� 3x� ln |1� x|6 � 4

1� x
� 1

2p1� xq2 � C

14

»
x4 � x2 � 2x� 1

x4px� 1q2 dx

Resolución

x4 � x2 � 2x� 1

x4px� 1q2 � A

x
� B

x2
� C

x3
� D

x4
� E

x� 1
� F

px� 1q2
x4 � x2 � 2x� 1 � Ax3px� 1q2 �Bx2px� 1q2 � Cxpx� 1q2

�Dpx� 1q2 � Epx� 1qx4 � Fx4
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$&
% 
 para x � �1 ùñ 1 � F ùñ F � 1


 para x � 0 ùñ 1 � D ùñ D � 1

Por otro lado los coeficientes de la ecuación:

x4� x2� 2x� 1 � pA�Eqx5�p2A�B�E �F qx4�pA� 2B�Cqx3�pB� 2C �
Dqx2 � pC � 2Dqx�D$''''''&
''''''%


 para 2x ùñ 2 � C � 2D ùñ C � 0


 para 1x2 ùñ 1 � B � 2C �D ùñ B � 0


 para 0x3 ùñ 0 � A� 2B � C ùñ A � 0


 para 0x5 ùñ 0 � A� E ùñ E � 0

Luego reemplazando:

I �
»
dx

x4
�
»

dx

px� 1q2

�
»
x�4dx�

»
px� 1q�2dx

� x�3

�3 � px� 1q�1

�1 � C

� � 1

3x3
� 1

x� 1
� C

�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

1

»
2x2 � 41x� 91

px� 1qpx� 3qpx� 4qdx

2

» p2x2 � 5q
x4 � 5x2 � 6

dx

3

» p2x� 1q
x3 � 7x� 6

dx

4

»
4x3 � 4x2 � 18x� 6

x4 � 3x3 � x2 � 3x
dx

5

»
dx

xpa2 � x2q

6

»
32xdx

p2x� 1qp4x2 � 16x� 15q

7

» p5x3 � 2qdx
x3 � 5x2 � 4x

8

»
xdx

x4 � 3x2 � 2

9

» px� 1qdx
x3 � x2 � 6x

10

» p3x� 5qdx
x3 � x2 � x� 1

11

» p3x� 2qdx
px� 2qpx� 1qpx� 1q

12

» p2x2 � 3x� 1qdx
px� 3qpx� 2qpx� 1q

13

»
dx

x2px� 1q2

14

»
x2 � 3x� 2

xpx2 � 2x� 1qdx
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3.4. Integrales de funciones racionales trigonométri-

cas

Se tiene los siguientes casos:

CASO I: Integrales de la forma

»
fp senx, cosxqdx

donde f es una función racional en las variables senx cosx.

senx � 2 sen
x

2
� cos x

2

� 2
sen

x

2

cos
x

2

� cos x
2
� cos x

2

� 2 tan
x

2
� cos2 x

2

� 2 tan
x

2
� 1

sec2
x

2

� 2 tan x
2

1� tan2 x
2

cosx � cos2
x

2
� sen2x

2

�
�
cos2 x

2

cos2 x
2

� sen2 x
2

cos2 x
2



cos2

x

2

�
�
1� tan2 x

2

	
cos2

x

2

�
�
1� tan2 x

2

	 1

sec2
x

2

�
1� tan2 x

2

1� tan2 x

2

Sea la sustitución trigonométrica universal:

z � tan
x

2
ùñ x � 2 arctan z ùñ dx � 2dz

1� z2

senx � 2z

1� z2
, cosx � 1� z2

1� z2
, dx � 2dz

1� z2

CASO II: Integrales de la forma

»
fp senkx, cosn xqdx

con k, n números enteros pares: y

»
fptanxq.

Sea:

t � tanx ùñ x � arctan t ùñ dx � dt

1� t2
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t

?
1� t2

1

Se tiene:

senx � t?
1� t2

, cosx � 1?
1� t2

, dx � dt

1� t2�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1

»
dx

2� senx

Resolución

Usando la sustitución trigonométrica universal: z � tan
x

2

I �
» 2dz

1� z2

2� 2z

1� z2

�
»

2dz

2� 2z2 � 2z

�
»

dz

z2 � z � 1

�
»

dz�
z2 � z � 1

4



� 1

4
� 1

�
»

dz�
z � 1

2


2

�
�?

3

2


2

� 2?
3
arctan

�
z � 1

2?
3
2

�
� C

� 2?
3
arctan

�
2z � 1?

3



� C

� 2?
3
arctan

�
2 tan x

2
� 1?

3



� C

2

»
dx

4� 3 cosx

Resolución
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Usando la sustitución universal: z � tan
x

2

I �
» 2dz

1� z2

4� 3

�
1� z2

1� z2


 �
»

2dz

4� 4z2 � 3� 3z2

� 2

»
dz

z2 � 7
� 2

»
dz

z2 � p?7q2

� 2?
7
arctan

�
z?
7



� C

� 2?
7
arctan

�
tan x

2?
7



� C

3

»
dx

5� 3 cosx

Resolución

Usando la sustitución universal: z � tan
x

2

I �
» 2dz

1� z2

5� 3

�
1� z2

1� z2




�
»

2dz

5� 5z2 � 3� 3z2

� 2

»
dz

8z2 � 2

�
»

dz

4z2 � 1

� 1

2
arctan 2z � C

� 1

2
arctan

�
2 tan

x

2

	
� C

4

»
senx � dx
1� senx

Resolución

Usando la sustitución trigonométrica universal: z � tan
x

2
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I �
» 2z

1� z2
� 2dz

1� z2

1� 2z

1� z2

�
»

4zdz

p1� z2qp1� z2q
� 2

»
2zdz

p1� z2q2

� 2

»
2zp1� z2q�2dz

� 2
p1� z2q�1

�1 � C

� �2
1� z2

� C

� �2
1� tan2 x

2

� C
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�



�
	

�



�
	Ejercicios Diversos

1

»
1

x
�
c

x� 1

x� 1
� dx Rta. arcsen

�
1
x

��
?
x2 � 1

x
� C

2

» �
arcsenx� x?

1� x2



dx Rta. x arcsenx� C

3

»
dx

x6 � 1

Rta.
arctanx

3
� 1

6

�
arctanp2x�?

3q � arctanp2x�?
3q��

�
?
3

12
ln

����x2 �?
3x� 1

x2 �?
3x� 1

����� C

4

»
ex pcotx� ln senxq dx Rta. ex ln | senx| � C

5

»
dx?

x 3
?
x p1� 3

?
xq2 Rta. 3 arctanx� 3 6

?
x

1� 3
?
x
� C

6

»
x2

p1� x4q2dx Rta.
x4

4 p1� x4q �
1

4
ln |1� x4| � C

7

»
6e4x

1� ex
dx Rta. �2e3x � 3e2x � 6ex � 6 ln |ex � 1| � C

8

» ?
a� x?
a�?

x
dx

Rta. a arcsen
�
x
a

�� 2
?
a
?
a� x�

a
a� x

?
x� C

9

» ?
4� ex � dx

Rta. 2
?
4� e2x � 2 ln

����
?
4� ex � 2?
4� ex � 2

����� C

10

»
x� 1

p2x� x2q?2x� x2
dx Rta. � 1?

2x� x2
� C

11

»
e

4
?
x � dx Rta. e

4
?
x
�
4x3{4 � 12x1{2 � 24x1{4�� C

12

»
1

x3
sen

�
1

x



dx Rta.

1

x
cos

�
1
x

�� sen
�
1
x

�� C

13

»
dx?

1� cosx
Rta.

?
2 ln

��sec x
2
� tan x

2

��� C

14

»
4x � 1

2x � 1
dx Rta. x� 2 ln p2x � 1q � C
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15

» c
x� p

x
� dx

Rta.
a
x2 � px� p ln p?x�?

x� pq � C

16

» ?
1� x2

x4
arcsenx � dx

Rta. �p1� x2q3{2 arcsenx

3x3
� 1

6x2
� lnx

3
� C

17

»
sen2x

m� n cos2 x
dx

Rta.

c
m� n

mn2
arctan

�?
m tanx?
m� n



� x

n
� C

18

»
2p� x

p� x
�
c

p� x

p� x
� dx

Rta.
a
p2 � x2 � 2p �

c
p� x

p� x
� C

19

»
x2 � x?

x� 1�?
x2 � 1

dx

Rta.
2

3
px� 1q3{2 � 1

2

�
x
?
x2 � 1� ln

�
x�?

x2 � 1
��� C

20

» c
x

a3 � x3
� dx Rta.

2

3
arcsen

�
x3{2

a3{2



� C

21

»
secx � sec 2x � dx

Rta.
1

2
ln

����1�
?
2 senx

1�?
2 senx

����� 1

2
ln

����1� senx

1� senx

����� C

22

» c
4� x

2� x
dx

Rta. 3 arc cos

�
1� x

3



� 3

?
x2 � 2x� 8� C

23

»
ex

pex � 1q?ex � 1
dx Rta.

?
2 arctan

c
ex � 1

2
� C

24

»
secx � ?sec 2x

arcsenptanxqdx ln | arcsenptanxq| � C

25

» c
1� cosx

cosα � cosx
� dx Rta. �2 arcsen

�
cos

�
x
2

�
cos

�
α
2

�
�
� C

26

»
e2x

3
?
1� ex

dx Rta.
3

10
p2ex � 3q p1� exq2{3 � C
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27

»
dx

cosx � ?2� senx

Rta. ln
��?1� senx

��� 1

2
?
3
ln

����
?
3�?

2� senx?
3�?

2� esnx

����� C

28

»
x17 ln

�
x2
�
dx Rta. 2x18

�
lnx

18
� 1

324



� C

29

»
tanhplnxqdx Rta. x� 2 arctanx� C

30

» ?
1� cosx � dx Rta. �2?1� cosx� C

31

»
senh�1

�
x

p



dx Rta. x senh�1

�
x
p

	
�
a
x2 � p2 � C

32

»
xenx

p1� nxq2dx Rta.
enx

n2p1� nxq � C

33

»
x2 arc cos

�x
a

	
dx

Rta.
x3

3
arc cos

�
x
a

�� 1

9
px2 � 2a2q?a2 � x2 � C

34

»
coth�1

�x
a

	
dx

Rta. x coth�1
�
x
a

�� a

2
ln px2 � a2q � C

35

»
arc cos

�
x
a

�
x2

dx

Rta. �1

x
arc cos

�
x
a

�� 1

a
ln

�
a�?

x2 � a2

x



� C

36

» �
x�

?
x2 � 1

	10

dx

Rta.
1

2

��
x�?

x2 � 1
�11

11
�
�
x�?

x2 � 1
�9

9

�
� C

37

» pcosx� senxq
5� sen2x

dx

Rta.
1

2
arctan

�cosx� senx

2

	
� C

38

»
dxb

px2 cos2 θ � x sen2θ � 1q3

Rta.
1

cos3 θ
� x cos θ � senθ?

x2 cos2 θ � x sen2θ � 1
� C

39

»
dx

4
apx� 1q3px� 2q5 Rta.

4

3
4

c
x� 1

x� 2
� C
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40

» pcos 2x� 3q
cos4 x �

?
4� cot2 x

dx

Rta. �1

3
tanx p2� tan2 xq

?
4� cot2 x� C

41

» bpx2 � 1q5
x6

dx Rta. ln
�
x�?

x� 1
�2 �

b
px2 � 1q5
5x5

�

b
px2 � 1q3
3x3

�
?
x2 � 1

x
�C

42

»
csc5 x

a
sen3p2xq � dx Rta. �4

?
2

5

?
cot5 x� C

43

» ?
x8 � 1

x13
dx Rta. �px

8 � 1q3{2
12x12

� C

44

»
3
?

sen2x � sec14 x � dx

Rta.
3

55
3
?
tan5 x p5 tan2 x� 11q � C

45

»
sec3 xa
senp2xqdx Rta.

?
21

5
ptan2 x� 5q?tanx� C

46

» p1� sen2xq sec2 x
2
?

senx
dx Rta.

?
senx

cosx

47

»
expx2 � 8q
px� 2q2 dx Rta.

expx� 2q
x� 2

� C

48 I �
»
e senx

�
sec2 x� csc2 x� cscx

�
dx

Rta. esenx ptanx� cotxq � C

49 I �
» �

1� x
?
1� x2

�
e senhx p1� x2q3{2

dx Rta.
xe senh�1x

p1� x2q3{2
� C
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Caṕıtulo 4

Integral Definida

La geometŕıa plana aborda, entre otros aspectos, la búsqueda de áreas de figuras

geométricas mediante fórmulas deducidas a través de procedimientos sencillos. Sin em-

bargo, cuando deseamos hallar el área de una región plana cualquiera, estas fórmulas no

son suficientes. Es aqúı donde entra en juego el cálculo integral, que se ocupa fundamen-

talmente de determinar áreas para regiones arbitrarias.

El problema de encontrar áreas tiene una historia que se remonta a más de 200 años

antes de Cristo. Arqúımedes ideó un método para aproximar áreas al inscribir poĺıgonos en

la región dada, cuyas áreas fueran de fácil cálculo. Gradualmente, este método evolucionó

y recibió su mayor impulso 18 siglos después gracias a los estudios realizados por Newton

y Leibniz. Posteriormente, Agust́ın Luis Cauchy (1789-1857) y Bernhard Riemann (1826-

1866) le dieron un fundamento riguroso.

Hoy en d́ıa, el cálculo integral constituye una disciplina poderosa y nueva. Sus apli-

caciones no se limitan solo a áreas y volúmenes, sino que también abarcan múltiples pro-

blemas en otras ciencias, como ingenieŕıa, economı́a, administración, bioloǵıa, psicoloǵıa,

entre otras.

4.1. Teorema fundamental del Cálculo

La integral definida y la indefinida estan relacionadas mediante un resultado muy

valioso, que se presenta a continuación.
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Teorema 1 (Teorema Fundamental del Cálculo) Sea y � fpxq una función conti-

nua en el intervalo cerrado ra, bs. Si g es la antiderivada de f , sobre ra, bs, entonces:
» b

a

fpxqdx � gpbq � gpaq

4.2. Propiedades de la Integral Definida

Sean y � fpxq y y � gpxq dos funciones integrables en ra, bs, entonces:

1.

»
a

b

kfpxqdx � k

» b

a

fpxqdx

2.

»
a

b

rfpxq � gpxqsdx �
» b

a

fpxqdx�
» b

a

gpxqdx

3.

»
a

b

kdx � kpb� aq

4.

»
a

b

fpxqdx �
» c

a

fpxqdx�
» b

c

fpxqdx pc P ra, bsq

5.

»
a

a

fpxqdx � 0

6.

»
a

b

fpxqdx � �
» a

b

fpxqdx
�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

Evaluar las siguientes integrales definidas, utilizando el teorema fundamental del cálcu-

lo:

1

»
�1

3

p3x2 � 5x� 1qdx

Resolución

La integral indefinida de fpxq � 3x2 � 5x � 1 es x3 � 5

2
x2 � x � c, luego gpxq �

x3 � 5

2
x2 � x � c, de donde gp3q � 93

2
� c y gp�1q � 5

2
� c. Segun el Teorema

Fundamental del Calculo se tiene:

»
�1

3

p3x2 � 5x� 1qdx � gp3q � gp�1q

� p93
2
� cq � p5

2
� cq

� 44
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2

»
�1

1 x

3x2 � 1
dx

Resolución

Hacemos u � 3x2 � 1Ñ du � 6xdx, luego tenemos:

»
x

3x2 � 1
dx � 1

6

»
6x

3x2 � 1
� 1

6

»
du

u
� 1

6
lnu � 1

6
lnp3x2 � 1q � c

Luego: » 1

�1

x

3x2 � 1
dx �

�
1

6
lnp3x2 � 1q � c

�1
�1

� 1

6
pln 4� ln 4q � 0

4.3. Aplicación a Areas de Regiones Planas

Una de las aplicaciones más importantes de la integral definida se encuentra en el

calculo de área de una region plana limitada por una o mas curvas. Tenemos dos casos:

1. Consideremos una region R limitada por dos curvas y dos rectas, de ecuaciones y �
fpxq, y � gpxq, x � a y x � b; f y g son continuas en ra, bs tales que 0 ¤ gpxq ¤ fpxq
para todo x P ra, bs. Esta region asi definida recibe el nombre de “región del tipo

Rx”, tal como se muestra en la figura 4.1. Desde que:

x

y

a b

fpxq

gpxq

Figura 4.1:

»
a

b

fpxqdx �área de la región limitada por la curva definida por y � fpxq y el eje

X, de x � a a x � b.»
a

b

gpxqdx �área de la región limitada por la curva definida por y � gpxq y el eje X,

de x � a a x � b.
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Entonces el área de la región R esta dado por

»
a

b

fpxqdx�
»
a

b

gpxqdx, esto es:

A �
»
a

b

rfpxq � gpxqs dx

2. Una consideración similar nos conduce a encontrar el área de una region R del tipo

Ry limitada por las curvas:x � fpyq, x � gpyq, y � c y y � d; f y g son continuas en

rc, ds tales que 0 ¤ gpyq ¤ fpyq para todo y P rc, ds (ver figura 4.2) en la siguiente

forma:

x

y

c

d

gpyq fpyq

Figura 4.2:

A �
» d

c

rfpyq � gpyqs dy

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Encontrar el área acotadas por las curvas cuyas ecuaciones son y � ex,y � e�x y la

recta x � 1.

Resolución

La región comprendida por y � ex,y � e�x y la recta x � 1 es el gráfico dado en la

figura.
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x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

fpxq � ex

gpxq � e�x

A �
» 1

0

pex � e�xqdx � �
ex � e�x

�1
0
� e� e�1 � 2

2 Calcular el área de la región limitada por las curvas y � 1

4
x2 y el eje X de x � 0 a

x � 2, y luego grafique la región.

Resolución

x

y

-1 1 2

-1

1

fpxq � x2

4

A �
» 2

0

1

4
x2dx �

�
1

12
x3

�2
0

� 2

3

3 Calcular el area limitada por las parabolas y � x2, y � x3

3
.

Resolución

Calculamos:

$&
%

y � x2

y � x3

3

Ñ x3

3
� x2 Ñ x � 0, x � 3
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x

y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

fpxq � x2

gpxq � x3

3

A �
» 3

0

px2 � x3

3
qdx �

�
x3

3
� x4

12

�3
0

� 9

4

4 Encontrar el área de la región limitada por la parte interior de la parábola y2 � x

y la elipse x2 � 3y2 � 4.

Resolución

Resolviendo el sistema

$&
% y2 � x

x2 � 3y2 � 4
,
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x

y

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

fpxq � ?
x

fpxq � �?x

se obtiene los puntos de intersección P1 � p1, 1q y P2 � p1,�1q.

A �
» 1

�1

p
a
4� 3y2 � y2qdy

� ?
3

» 1

�1

c
4

3
� y2dy �

» 1

�1

y2dy

� 3� 4π
?
3

9
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�
	Ejercicios Propuestos

I En los ejercicios del 1 al 31, encontrar el área de las regiones com-

prendidas entre las curvas dadas, mostrando gráficamente la región y el

elemento de área:

1 y � x2 , y � x

Resolución

x

y

-1 1 2

-1

1

fpxq � x2

gpxq � x

2 y � ?
x , y � x2

Resolución

x

y

-1 1

1
fpxq � ?

x

gpxq � x2
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3 y � �x2 , y � �4

Resolución

x

y

-2 -1 1 2

-4

-3

-2

-1

1

fpxq � �x2

4 ax � y2 , ay � x2

Resolución

x

y

1 2

-1

1

2 fpxq � ?
2x

fpxq � �?2x

gpxq � x2

2

5 y � x2 , y � x � 2

Resolución
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x

y

-2 -1 1 2

1

2

3

4

fpxq � x2

fpxq � 2� x

6 x� 1 � y2 , x � 3

Resolución

x

y

1 2 3

-1

1

fpxq � ?
x� 1

fpxq � �?x� 1

7 y � 2x� x2 , y � x � 0

Resolución

x

y

-1 1 2 3

-3

-2

-1

1

fpxq � 2x� x2

fpxq � �x

8 2x� 2 � y2 , y � x� 5

Resolución
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x

y

1 2 3 4 5 6 7 8 9

-2

-1

1

2

3

4 fpxq � ?
2x� 2

fpxq � �?2x� 2

gpxq � x� 5

9 y2 � 2x� 1 , x� y � 1

Resolución

x

y

-1 1 2 3 4

-1

1

2

3 fpxq � ?
2x� 1

fpxq � �?2x� 1

gpxq � x� 1

10 x � 4� y2 , i el eje y

Resolución

161



x

y

-1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

fpxq � ?
4� x

11 x � y2 � 2 , x � 6� y2

Resolución

x

y

-2 -1 1 2 3 4 5 6

-2

-1

1

2

fpxq � ?
x� 2

fpxq � �?x� 2

12 y � 2� x2 , y � �x
Resolución

x

y

-1 1 2

-2

-1

1

2

fpxq � 2� x2

gpxq � �x

13 x2 � y � 1 � 0 , y � �5
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Resolución

x

y

-2 -1 1 2

-5

-4

-3

-2

-1

fpxq � �1� x2

14 y � x2 , y � �x2 � 4x

Resolución

x

y

-1 1 2 3

1

2

3

4

fpxq � x2

gpxq � 4x� x2

15 y � 4� x2 , y � p2� xq2

Resolución
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x

y

-2 -1 1 2

1

2

3

4

fpxq � 4� x2

gpxq � p2� xq2

16 y � x2 � 4x , y � 0 , x � 1 , x � 3

Resolución

x

y

1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

fpxq � x2 � 4x

17 y � x3 , y � x

Resolución

x

y

-1 1

-1

1

fpxq � x3

gpxq � x

18 y � 2x� x2 � x3 , i el eje x
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Resolución

x

y

-1 1 2

1

2

fpxq � 2x� x2 � x3

19 y � ?
x , y � x3

Resolución

x

y

-1 1

1
fpxq � ?

x

gpxq � x3

20 y � x3 � 4x , i el eje x

Resolución

x

y

-2 -1 1 2

-3

-2

-1

1

2

3 fpxq � x3 � 4x

21 x� 2y � 2 , y � x� 1 , 2x� y � 7

Resolución
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x

y

-1 1 2 3 4

-1

1

2

3

fpxq � 1

2
p2� xq

gpxq � x� 1

hpxq � 7� 2x

22 y � x3 � x , y � 2x� 6 , y � 0

Resolución

x

y

-2 2

2

4

6

8

10

fpxq � x3 � x

gpxq � 2x� 6

23 y � x2 , y � 1

2
x2 , y � 2x

Resolución
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x

y

-2 2 4

2

4

6

8

fpxq � x2

gpxq � 1

2
x2

hpxq � 2x

24 y � x2 , y � x , y � 2x

Resolución

x

y

-2 -1 1 2

1

2

3

4

fpxq � x2

gpxq � x

hpxq � 2x

25 y � x2 , y � 8� x2 , y � 4x� 12

Resolución
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x

y

-5 5

-5

10

20

30

35

fpxq � x2

gpxq � 8� x2

hpxq � 4x� 12

26 y � x2 , y � x� 2 , y � 10� 3x

Resolución

x

y

-5 5

5

10

15

20

25 fpxq � x2

gpxq � x� 2

hpxq � 10� 3x
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27 x � y2 , x � 8� y2 , 4y � x� 12 � 0

Resolución

x

y

10 20 30 35

fpxq � ?
x

fpxq � �?x

hpxq � 1

4
px� 12q

28 y � x3 � 3x2 � 2x , y � �x� 1

2

Resolución

x

y

-2 -1 1 2 3 4

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

1

fpxq � x3 � 3x2 � 2x

gpxq � �x� 1

2

29 y � 2x� x2 , y � x3

Resolución
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x

y

-2 1 2

-8

-6

-4

-2

1

2

fpxq � 2x� x2

gpxq � x3

30 y3 � x2 , 2x� y � �1 , x� y � 4

Resolución

x

y

-2 -1 2 4 6 8

-3

-2

-1

2

4 fpxq � 3
?
x2

gpxq � �2x� 1

hpxq � x� 4

31 y � x3 � 2x2 � 5x� 6 , y � 0 , x � �2 , x � 2

Resolución
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x

y

-3 -2 -1 1 2 3

-4

-3

-2

-1

1

2

3

4

5

6

7

8

fpxq � x3 � 2x2 � 5x� 6

II En los ejercicios del 1 al 12, determinar el área de la región encerrada

por las curvas dadas:

1 Hallar el área de la figura limitada por la curva y � xpx� 1qpx� 2q i el eje X

Resolución

x

y

1 2

fpxq � xpx� 1qpx� 2q

2 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � 2� x2, y � 2� 2x.

Resolución
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x

y

-2 -1 1 2

-2

-1

1

2

fpxq � 2� x2

gpxq � 2� 2x

3 Hallar el área de la región limitada por las curvas y2 � 4x, 2x� y � 4.

Resolución

x

y

-1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

3

4

fpxq � 2x� 4

gpxq � 2
?
x

gpxq � �2?x

4 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � x2, y � �2x2 � 6.

Resolución
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x

y

-1 1 2

1

2

3

4

5

6

fpxq � x2

gpxq � �2x2 � 6

5 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � 4� x2, eje X

Resolución

x

y

-2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

fpxq � 4� x2

6 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � x2 � 2x� 2, eje X, x �
�1, x � 1

Resolución
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x

y

-2 -1 1 2 3

4

5

fpxq � x2 � 2x� 2

7 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � 4x � x2, eje X, x �
1, x � 3

Resolución

x

y

-1 1 2 3 4

-1

1

2

3

4

fpxq � 4x� x2

8 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � 6� x� x2, eje X

Resolución
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x

y

-3 -2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

5

6

fpxq � 6� x� x2

9 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � ?
x� 1, eje X, eje Y, x �

3

Resolución

x

y

-1 1 2 3

1

2

3

fpxq � ?
x� 1

10 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � x2 � x� 2, eje X

Resolución
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x

y

-3 -2 -1 1 2

-2

-1

1

fpxq � x2 � x� 2

11 Hallar el área de la región limitada por las curvas y � x2 � 6x� 5, eje X

Resolución

x

y

1 2 3 4 5

-4

-3

-2

-1

1
fpxq � x2 � 6x� 5

12 fpxq � 2 | x |
1� x4

, gpxq � �4 | x |
1� x4

Resolución

x

y

-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

1

2

fpxq � 2 | x |
1� x4

Rta. 3πu2
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III Resolver los siguientes problemas diversos

1 Hallar el área de la región limitada por las curvas x2 � �y, y � �4

2 Calcular el área encerrada por la elipse
x2

4
� y2

16
� 1.

3 Calcular el área encerrada por las curvas fpxq � x3 � x y gpxq � x2.

4 Obtener el área de la región comprendida por y � �x2�4x�3 y sus rectas tangentes

en los puntos p0,�3q, p4,�3q.

5 Calcular el área de la región encerrada por la parábola y2 � 4x y su cuerda que

pasa por los puntos pl,�2q, p4, 4q

6 Determinar el valor del área de la región comprendida por x � 3 � y2 y su normal

en el punto p2, 1q.

7 Calcular el área de la región comprendida entre las curvas x � y2 � 2y � 2 y

x � �2y2 � y � 4.

8 Determinar el valor del área de la región limitada por las curvas y � senx, y � cosx

y el eje Y y el primer punto en donde se intersectan estas curvas, para x ¡ 0.

9 Calcular el área de la región comprendida por la gráfica de y � lnx y las rectas

x � 1

2
, x � 6.

10 Obtener el valor del área limitada por la gráfica de y � x lnx y las rectas y � 0,

x � 2.

11 Calcular el área de la región comprendida por la curva y � arc senx y las rectas

y � 0, x � ?
12

177



4.4. Aplicación a volúmenes de sólidos de revolución

Como otra aplicación de las integrales definidas presentamos la determinación de

volúmenes de ciertos sólidos llamados “sólidos de revolución”. Tales sólidos se generan

cuando una región plana se hace girar al rededor de una recta situado en el plano de la

región. Esta recta recibe el nombre de “eje de revolución”.

Consideremos una región limitada por una curva continua y � fpxq con la condición

de que fpxq ¥ 0 sobre el intervalo ra, bs. Tal región se muestra en la figura 4.3.

Figura 4.3: Región bajo la curva y � fpxq

Al hacer rotar esta región alrededor del eje X se obtiene un solido de revolución tal

como se muestra en al figura4.4.

El volumen del solido de revolución de la figura 4.4, se calcula mediante la formula

Figura 4.4: Sólido de revolución

V � π

» b

a

rfpxqs2 dx (4.1)

En ese caso de que la región esté acotada por dos curvas continuas: fpxq y gpxq, y las

rectas x � a y x � b tal que gpxq ¤ fpxq para x P ra, bs (ver figura 4.5 ), entonces al rotar
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alrededor del eje X la región acotada se genera un “sólido hueco” como se muestra en la

figura 4.6.

Figura 4.5: Región acotada

Figura 4.6: Sólido hueco

El solido hueco de la figura 4.6, se calcula con la formula

V � π

» b

a

prfpxqs2 � rgpxqs2qdx (4.2)

Cuando una región plana gira alrededor del eje Y, el volumen del solido de revolución

resultante, por medio de consideraciones similares a las anteriores se obtiene respectiva-

mente por las expresiones siguientes:

V � π

» d

c

rfpyqs2dy (4.3)

V � π

» d

c

prfpyqs2 � rgpyqs2qdy (4.4)
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	Ejercicios Resueltos

1 Encontrar el volumen del solido que resulta de hacer girar la región limitada por las

curvas y � x3 � 1, y � 0, x � 0, x � 1; alrededor del eje X.

Resolución

Graficamos la región limitada por las curvas y � x3, y � 0, x � 0, x � 2

Figura 4.7:

2 Hallar el volumen del solido que se obtiene al girar alrededor del eje X, la región

acotada por las parábolas y � 1 � 1

4
px � 2q2, y � 4 � �1

6
px � 2q2 y las rectas

x � 1, x � 3.

3 Calcular el volumen del solido generado por la región limitada por las curvas y2 �
x, x � 0, x � 4 cuando rota al eje Y.�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

Calcular el volumen del solido que resulta de hacer girar, alrededor del eje X, la region

limitada por las curvas dadas y trazar el solido correspondiente

1 x� y � 2, x � 0, y � 0 8π{3

2 y � x2, x � 2, y � 0 32π{5

3 y � x� x2, y � 0 π{30

4 y � x2 � x, y � 0 π{30
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5 y � 2x2, x � 2, y � 0 132π{5

6 y � 3x� x2. y � x 56π{15

7 y2 � x, y � x2 3π{10

8 y � x2 � 1, y � x� 3 117π{5

9 y � ?
4� x, x � 0, y � 0 8π

10 y � x3, y � 0, x � 2 128π{7

11 y � 1

x
, x � 1, x � 3, y � 0 2π{3

12 y � px� 1q3, y � 0, x � �1, x � 2 129π{7

13 2y2 � x3, y � 0, x � 2 2π

14 x2 � xy � y2 � a2 8π{3

15 y � bpx
a
q2, y � b

���x
a

��� 4πab2{15

16 y � bpx
a
q2{3, o ¤ x ¤ a 3πab2{7

17 y � senx, x � 0, x � π, y � 0 π2{2

18 y � cosx, x � 0, x � π

4
, y � 0 π2{8� π{4

19 y � e�x, y � 0, x � 0, x � 5 πp1� e�10q{2

20 y � xex, y � 0, x � 1 πpe2 � 1q{4

Hallar el volumen del solido gnerado al hacer girar, alrededor del eje Y, la region acotada

por las curvas dadas

1 y � 2x2, x � 2, y � 0 16π

2 y � x2, y � 4 8π

3 y � 6x� x2, y � 0 216π

4 y � x2, y � 2x� 1, y � x� 2 7π{2

5 y � x2 � 1, y � 1, y � 5 8π

6 y � x3, y � 0, x � 2 64π{5
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4.5. Aplicación a Longitud de arco

Se presentan dos casos: CASO I: Sea f una función con derivada continua en ra, bs,
entonces la longitud del arco de la curva y � fpxq desde el punto donde cuya abscisa es

a hasta el punto cuya abscisa es b es expresado por la formula

L �
» b

a

c
1� pdy

dx
q2dx

CASO II: Sea g una función con derivada continua en rc, ds, entonces la longitud del

arco de la curva x � gpyq desde el punto donde cuya ordenada es c hasta el punto cuya

ordenada es d es expresado por la formula

L �
» d

c

d
1�

�
dx

dy


2

� dy

�



�
	

�



�
	Ejercicios Resueltos

1 Hallar la longitud del arco de la parábola 6y � x2 desde el origen de coordenadas

hasta el punto p4, 8
3
q.

Resolución

Como 6y � x2, entonces
dy

dx
� x

3
. La longitud de arco que se muestra en la figura.

x

y

1 2 3 4

1

y � x2

6
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L �
»
0

4
c
1� pdy

dx
q2dx

�
»
0

4
c
1� x2

9
dx

� 1

3

»
0

4?
9� x2dx

� 1

3

�
x

2

?
9� x2 � 9

2
ln |x�?

9� x2|
�4
0

� 1

3
p10� 9

2
ln 3qu

2 Encontrar la longitud de la circunferencia x2 � y2 � 9

Resolución

La circunferencia x2� y2 � 9 es la unión de los arcos y � ?
9� x2 y y � �?9� x2,

que la longitud de ambos arcos son iguales, luego la longitud de la circunferencia

sera dos veces la longitud del arcos y � ?
9� x2 de p�3, 0q hasta p3, 0q.

Como y � ?
9� x2, entonces

dy

dx
� � x?

9� x2
. Luego la longitud de la circunferencia

es

L � 2

»
�3

3
c
1� pdy

dx
q2dx

� 2

»
�3

3
d
1� x2

9� x2
dx

� 6

»
�3

3 dx?
9� x2

� 6
�
arc sen

x

3

�3
�3

� 6 rarc senp1q � arc senp�1qs
� 6rπ

2
� p�π

2
qs � 6πu

3 Calcular la longitud del arco de la parábola semicúbica y2 � x3 desde el origen de

coordenadas hasta el punto p4, 8q.

Resolución

Como y2 � x3 entonces y � x3{2 Ñ dy

dx
� 3

2

?
x. Luego la longitud de arco de la

curva, es:

L �
» 4

0

c
1� pdy

dx
q2dx �

» 4

0

c
1� 9x

4
� 8

27
p10

?
10� 1qu
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4 Hallar la longitud total de la hipocicloide x2{3 � y2{3 � a2{3

Resolución

x2{3 � y2{3 � a2{3 Ñ x � pa2{3 � y2{3q3{2

dx

dy
� �

a
a2{3 � y2{3

y1{3

Dada la simetŕıa de la hipocicloide, se tiene que la longitud de la curva esta dada

por

L � 4

»
0

a
d
1� pdx

dy
q2dy

� 4

»
0

a
d
1� a2{3 � y2{3

y2{3
dy

� 4

»
0

aa1{3

y1{3
dy � 6au
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�
	Ejercicios Propuestos

1 Hallar la longitud del arco de la curva y2 � 4x � x2, comprendido entre los dos

puntos que corta al eje X. 2πu

2 Hallar la longitud del arco de la curva y � lnx desde x � ?
3 hasta x � ?

8.

p1� 1

2
ln

3

2
qu

3 Hallar la longitud del arco de la parábola semicúbica 5y3 � x2 comprendida dentro

de la circunferencia x2 � y2 � 6.
134

27
u

4 Encontrar la longitud del arco de la parábola y2 � 4px desde el vertice hasta un

extremo del lado recto. r?2� lnp1�?
2qspu

5 Hallar la longitud de la curva y � lnp1�x2q desde x � 1

4
a x � 3

4
pln 21

5
� 1

2
qu

6 Encuentre la longitud del arco de la curva 9y2 � 4x3 desde el origen al punto

p3, 2?3q. 14

3
u

7 Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuacion y3 � x2, comprendida entre

los puntos p0, 0q y p8, 4q. 8

37
p10?10� 1qu

8 Hallar la longitud total del lazo de la curva 6y2 � xpx�2q2, si x P r0, 2s. 8

3

?
3u

9 Calcular la longitud de la curva 8y2 � x2p1� x2q. ?
2πu

10 Calcular la longitud total del arco de parabola y � 2
?
x desde x � 0 hasta x � 1.

r?2� lnp1�?
2qsu

11 Hallar la longitud del arco de la curva x � y2

2
� 1

2
ln y desde y � 1 hasta y � e.

e2 � 1

4
u

12 Hallar la longitud del arco de la curva cuya ecuacion es y � x2

6
� 1

2x
desde el punto

de abscisa x �s1al punto de abscisa x � 3.
14

3
u
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4.6. Aplicación a área de una superficie de revolución

Se presenta dos casos:

CASO I: El área de una superficie S obtenida por la rotación alrededor del eje X (Ver

figura 4.8), del arco de la curva y � fpxq entre los puntos x � a y x � b esta definida

mediante la formula

ApSq � 2π

» b

a

y

c
1� pdy

dx
q2dx

Figura 4.8: Superficie de revolución de y � fpxq, x P ra, bs alrededor del eje X

CASO II: El área de una superficie S obtenida por la rotación alrededor del eje Y, el

arco de la curva x � gpyq entre los puntos y � c y y � d esta definida mediante la formula

ApSq � 2π

» d

c

x

d
1� pdx

dy
q2dy
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�
	Ejercicios Resueltos

1 Hallar el area de la superficie del “Huso”, que resulta al girar una semi-onda de la

senusoide y � senx alrededor del eje X.

Resolución

y � senxÑ dy

dx
� cosx

Se tiene que el área de la superficie engendrada por la curva y � senx, esta dado

por:

ApSq � 2π

»
0

π

y

c
1� pdy

dx
q2dx

� 2π

»
0

π?
1� cos2 x senxdx

� �2π
�
cosx

2

?
cos2 x� 1� 1

2
ln | cosx�?

cos2 x� 1|

����

π

0

�
�
2
?
2� ln

����
?
2� 1?
2� 1

����


πu2

2 Hallar el área de la superficie engendrada al rotar alrededor del eje Y, la hipocicloide

x2{3 � y2{3 � a2{3.

Resolución

x2{3 � y2{3 � a2{3 Ñ dy

dx
� � 3

c
y

x
Ñ dx

dy
� � 3

c
x

y

Luego, se tiene �
dx

dy


2

� x2{3

y2{3
� a2{3 � y2{3

y2{3

Si S1 es la superficie engendrada por la mitad de la hipocicloide y dada la simetŕıa

de la hipocicloide, se tiene que el área de la superficie total S estará dado por
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ApSq � 2ApS1q.

ApS1q � 2π

»
0

a

x

c
1� pdy

dx
q2dx

� 2π

»
0

a

pa2{3 � y2{3q3{2
d
1� a2{3 � y2{3

y2{3
dx

� 2π

»
0

a

pa2{3 � y2{3q3{2a
1{3

y1{3
dx

� 2a1{3π
»
0

a pa2{3 � y2{3q3{2
y1{3

dx

� 2a1{3π
�
�3

5
pa2{3 � y2{3q


����
a

0

� 6

5
πa2

Por lo tanto, el área de la superficie S generada por la hipocicloide dada, esta dado

por:

ApSq � 2ApS1q � 12

5
πa2u2

�



�
	

�



�
	Ejercicios Propuestos

1 Hallar el área de la superficie generada haciendo girar la curva y � 2
?
6� x, x P r3, 6s

alrededor del eje X.
56

3
πu2

2 Hallar el área de la superficie del tronco engendrado por la rotacion del circulo

x2 � py � bq2 � a2,b ¡ a alrededor del eje X. 4abπ2u2

3 Hallar el area del elipsoide de revolucion que se obtine al hacer girar la elipse
x2

25
�

y2

16
� 1 alrededor de:

aq Su eje mayor 2p16� 100

3
arc sen

2

3
qπu2

bq Su eje menor p50� 80

3
ln 4qπu2

4 Calcular el área de la superficie formada por la rotación alrededor del eje X del arco

de la curva 4y � x2 � 2 lnx entre x � 1 y x � 4. 24πu2

5 Calcular el area de la superfice de revolucion que se obtiene al rotar, alrededor del

eje X, el lazo de la curva 9ay2 � xp3a� xq2. 3a2πu2
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6 Hallar el area de la superficie de revolucion de la curva x � y2

4
� 1

2
ln y alrededor

del eje OY, comprendida entre y � 1, y � e.
e4 � 9

16
πu2

7 Hallar el area de la superficie de revolucion que se obtiene al hacer girar al rededor

del eje X, la curva y2 � 4ax, desde x � 0 hasta x � 3a.
56

3
a2πu2

8 Hallar el area de la superficie generada cuando la curva y � 2

3
x3{2 � 1

2
x1{2,x P r0, 4s

gira alrededor del eje X.
424π

15
u2

9 Hallar ela rea de la superficie generada por la curva y2 � 2 ln y � 4x, al girar al

rededor del eje X.
10π2

3
u2
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